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Notation. — Dans tout ce chapitre, la lettre K désigne un corps.

1. Notion de K-espace vectoriel

1.1. Définition d’un K-espace vectoriel

Définition 1. — Un K-espace vectoriel est la donnée d’un triplet (E,+, -) ot :
e FE est un ensemble

e + est une loi de composition interne sur E, i.e. une application :

ExE — E
(u,v) — u+wv

e - est une loi de composition externe sur E& a opérateurs dans K, i.e. :

KxFE — E
ANu) — A

vérifiants les propriétés suivantes.

(A1) ¥ (u,v,w) € B (u+v)+w=u+w+w)="u+v+w (+ est associative)
(A2) 30p e E VueFE Ogpt+u=u+0g=u (+ posséde un élément neutre)

(A3) Yue E JveE u+v=v+u=0g (tout élément de E posséde un opposé)
(A4) ¥ (u,v) € B> u+v=v+u (+ est commutative)

(A5) YueE 1lgx-u=u (1 est neutre pour .)

(A6) VA u) eK?2 YueE XN (p-u)=N\xgp) - u (associativité mixte)

(A7) YAeK V(u,v)€E? X-(utv)=X-u+A\-v (distributivité & droite)
(A8) VI\p)€eK? YVueE (A+kxp) - u=XA-u+pu-u (distributivité ¢ gauche)

Remarque 2. — Soit (E,+, -) un K-espace vectoriel. En vertu des propriétés (Al)—(A4) de la définition 1, (E,+) est un
groupe abélien (ou commutatif).
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1.2. Quelques conséquences des axiomes de structure de K-espace vectoriel

Proposition 3. — Soit (E,+, - ) un K-espace vectoriel.
1. Lélément Og est unique. Il est appelé vecteur nul de E.
2. Soituw € E. L'élément v de E tel que v+ u = u+v = 0g est unique. Il est appelé opposé de u et est noté —u.
3. ¥YAeK X 0g=0g
4. Yu€eFE Ok -u=0g
5. Vue E (—1k)-u=—u

Démonstration.
1. Soient Og,;1 et Op 2 des vecteurs de I tels que, pour tout u € F :
u+0g1=0g1+u=u et u+0g2=0g2t+u=u
En particulier :
Op2+0g1=0g1+0g2=0g2 et 0p1+0g2=0g2+0g1=0g:

Nous en déduisons :
0g1=0g1+0g2=0g>

2. Soient vy, ve des vecteurs de FE tels que :
n+u=u+v; =0g et vo+u=u4+vy =0g
Comme la loi + est associative :
vp=v1+0g=v1+ (utv2) = (v1+u)+ve =0g+vy =15
3. Soit A € K. Par distributivité a droite :
AO0g=X-(0g+0g)=XA-0g+X-0g

d’ou :
AN Og=A-0g+X\0g

En ajoutant a chacun des membres de cette identité ’'opposé du vecteur A - Og par la gauche il vient :
Op =0 +XA-0g =X -0g
4. Soit u € E. Par distributivité a gauche :
Ok - u=(0k+0k) u=0k -u+0k-u

d’ou :
Ok -u=0k-u+0g-u

En ajoutant a chacun des membres de cette identité ’opposé du vecteur Ok - u par la gauche il vient :
0 =0 +0kx-u=0K-u
5. Soit u € E. Par distributivité a gauche et (A5) :
Op =0k -u=(lk+(—1k)) - u=1g - u+ (—lk) - u=u+ (—1k) - u

d’ou :
Og :UJF(*lK) - U

En ajoutant a chacun des membres aux extrémités de cette identité 'opposé du vecteur u par la gauche il vient

—u=0p+(—1k) - u=(-1k) - u

DAVID BLOTTIERE 3 VERSION DU 8 OCTOBRE 2024



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

1.3. Intégrité mixte dans un K-espace vectoriel
Proposition 4. — Soient A€ K et u € E.

Au=0g = (A=0k ouu=0g)

Démonstration. Supposons que A -u = 0g.
e Si A =0 alors (A =0k ouu=0g).
1
e Sinon, A # Ok et, comme K est un corps, nous pouvons considérer 'inverse X de A pour la multiplication xk.
D’aprés (A5), (A6) et la proposition 3 :
1 1
u=1lg-u=<xXKA -uzx-(x\~u)=X-OE:0E

d’ott u = 0g et a fortiori (A = 0k ou u = 0g).

O
1.4. Quelques K-espaces vectoriels usuels
Ezemple 5. — Soit n € N*. L’ensemble K™ des n-uplets d’éléments de K muni de :
K" x K" — K" ) K x K" — K"
(1y oy )y Y1y, Yn)) — (X1 +K Y1s- s Tn +K Yn) A (21, ) — (AXKT1,. .o, A XK Tp)
est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de K™ est Oxn = (0k,...,0k). L’opposé d’un vecteur (z1,...,2,) € K" est
(—Z1y ey —Tn).

Ezemple 6. — Soit © un ensemble non vide. L’ensemble K = (2, K) des applications de Q dans K muni de :

K?xK? — K9 KxK® — K9
+ Q — K et - QO — K
(fh9) +— f+g ‘

A, — A -
o f) i () 9 Mw = A fw)
est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de K, noté Oke, et 'opposé d’un vecteur f € K, noté —f, sont donnés par :

Q — K Q — K

Oxco ‘w — Ok ot -/ w — —f(w)

Exemple 7. — L’ensemble KN = f(N, K) des suites d’éléments de K indexées par N muni de :

+ ’ KN x KN — KN ot ‘ K x KN — KN
((un)neN ) (vn)neN) > (un K vn)neN ()‘7 (Un)neN) — (A Xk un)neN
est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de KN est Ogx» = (0k, Ok, ...,0K,...). L’'opposé d’un vecteur (Un)pen € KN

est (7un)neN-

Ezemple 8. — Soient n et p des entiers naturels non nuls. L’ensemble M, ,,(K) des matrices de format n x p a coefficients

dans K muni de

Mo p(K) X My p(K)  — M, (K)
((aij), (bij)) — (ai,; +x bij)

est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de M,, ,,(K) est la matrice de format n x p dont tous les coefficients valent Ok.

L’opposé d'un vecteur (a; ;) € M, ,(K) est (—a; ;).

KxM,,(K) — M,,K)

ot (A (i) — (A xkai)

_|_

Ezemple 9. — L’ensemble K[X] des polynémes a coefficients dans K muni de :
K[X] x K[X] — K[X] K x K[X] — K[X]
+ o0 “+o0 400 ot ) 400 “+ o0
<Z aka s Zkak> — Z(ak +K bk)Xk ()\ s Zaka> — Z()\ XK ak)Xk
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de K[X] est le polynéme dont tous les coefficients valent Ox. L’opposé d’un
400 +o0
vecteur Zaka € K[X] est Z(—ak)Xk.
k=0 k=0

Toute propriété établie pour un K-espace vectoriel quelconque se déclinera pour chacun des K-espaces vectoriels
(@) K", K@ KN, M, ,(K) et K[X]. Ainsi pourrons-nous obtenir, en une seule étude, des résultats qui s’incarneront
dans les contextes des fonctions, des suites, des matrices et des polynomes.
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1.5. Produit d’espaces vectoriels

Proposition 10. — Soient un entiern > 2 et (E1,+1, 1 ).+, (En,+n, n ) des K-espaces vectoriels. Les applications :
n n n n n
(@ e s )y (e ) > (2141 Yisee s En o ) M@ sa))) > A1 grms s Aen 2n)

n
sont bien définies et (H E; +, ) est un K-espace vectoriel, appelé espace wvectoriel produit des espaces vectoriels

i=1

Notation. — Sin est un entier supérieur ou égal a 2 et F est un K-espace vectoriel, on note E™ ’espace vectoriel produit
E x ... x E (n facteurs).

Remarque 11. — L’espace K™ défini dans I'exemple 5 est un exemple d’espace vectoriel produit.

2. Sous-espaces vectoriels

Notation. — Dans toute cette partie, on fixe un K-espace vectoriel (E, +, - ).
2.1. Définition d’un sous-espace vectoriel

Définition 12. — Soit F une partie de E. On dit que F' est un sous-espace vectoriel de E si trois propriétés suivantes
sont vérifiées.

1. 0g € F (F contient le vecteur nul de F)
2. Y (ui,u2) € F? wuj+us € F (F est stable par addition)
3. VAeK VueF X-ueF (F eststable par multiplication par un scalaire)

Ezemple 13. — Les parties {Og} et E de E sont des sous-espaces vectoriels de E, appelés sous-espaces vectoriels triviaux
de E.
Remarque 14. — Grace a la théorie de la dimension, nous savons que les sous-espaces vectoriels de R? (identifié au plan

usuel) sont :
e {(0,0)};
e les droites passant par lorigine;
e R? lui-méme
et que les sous-espaces vectoriels de R? (identifié & I'espace usuel) sont :
e {(0,0,0)};
e les droites passant par 'origine;
e les plans passant par 1'origine;
e R3 lui-méme.

La notion de sous-espace vectoriel renferme donc une saveur géométrique, qui peut aider & conduire des raisonnements.
2.2. Critére pour étre un sous-espace vectoriel

Proposition 15. — Soit F' une partie de E. Alors F' est un sous-espace vectoriel de E si seulement si les deuz propriétés
suivantes sont veérifiées.

(P1) F#0 (F contient au moins un élément)
(P2) ¥V (A1,\2) € K2 Y (uj,ug) € F?2 Ai-ujp+Xa-ug € F  (F est stable par combinaison linéaire)

€ Une démonstration de la proposition 15 doit étre connue..
Ezercice 16. — Démontrer que {(z,y,2) € K® : 2 —y+ 22 = 0} est un sous-espace vectoriel de K?.

Ezercice 17. — Justifier que C°([0,1],R) est un sous-espace vectoriel de R0,
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Ezercice 18. — Démontrer que :
1
F .= {f € C°([0,1,R) : / f(t) dt:O}
0
est un sous-espace vectoriel de C([0, 1], R).

Exercice 19. — On considere le R-espace vectoriel f(R,R) des applications de R dans R.
1. L’ensemble A := {f € f(R,R) : f est bornée sur R} est-il un sous-espace vectoriel de f(R,R)?
2. L’ensemble B := {f € f(
3. L’ensemble C := { f € f(
4. L’ensemble D := {f € f(

: f est monotone sur R} est-il un sous-espace vectoriel de f(R,R)?

R)
,R) : f est lipschitzienne sur R} est-il un sous-espace vectoriel de f(R,R)?

R) : il existe a € R tel que f(a) =0} est-il un sous-espace vectoriel de f(R,R)?
R

5. L’ensemble E := {f € f( ) : il existe p € N tel que f(z) = o (xp)} est-il un sous-espace vectoriel de f(R,R)?

A I—>_+(XJ
6. L’ensemble F := {f € f(R,R) : f est somme d’une fonction croissante et d’une fonction décroissante sur R} est-
il un sous-espace vectoriel de f(R,R)?

Ezercice 20. — Les ensembles :
A= {u € RN . u est une suite arithmétique} et g .= {u € RN : u est une suite géométrique}
sont-ils des sous-espaces vectoriels de RN ?

Exercice 21. — Soit F un sous-espace vectoriel de E tel que F' # {0} et F' # E. Démontrer que A := F U {0g} n’est
pas un sous-espace vectoriel de F.

2.3. Equations linéaires homogénes
Proposition 22. — Soit p € N* et soit a1, az,...,a, des éléments de K. On considére l’équation linéaire homogéne

(E) définie par :
(E) a1 xr1+az -T2+ ...+ap-x, =0

d’inconnue (x1,...,x,) € KP. Alors ’ensemble solution de (E) :
Sol(E) == {(z1,...,2p) €K : a1 -z1+ag-22+...+ap -z, =0}
est un sous-espace vectoriel de KP.

2.4. Un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel est naturellement un K-espace vectoriel

Théoréme 23. — Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors les applications :
n FxF — F ot . KxF — F
ol (uw) — u+o F ANu) — A-u

induites par les opérations + et - de E, sont bien définies et (F,+p, -r ) est un K-espace vectoriel.

(@) ‘ Le précédent théoreme fournit un outil puissant pour construire de nouveaux espaces vectoriels.
-

2.5. Intersection d’une famille de sous-espaces vectoriels

Proposition 24. — Soit (F;);c; une famille de sous-espaces vectoriels de E. Alors

(Fi == {ueE :Viel ueF;}

iel

est un sous-espace vectoriel de E.
Proposition 25. — Soient n et p est entiers naturels non nuls. Soit (a; ;) € Mat, ,(K). On considére le systéme
linéaire homogéne (S) défini par :

ai1-xr1 + a12-T2 + ... + G1p Tp = 0 (El)

a1+ T1 + a2 - T2 + ...+ agp - Tp = 0 (EQ)

(5)
n1-T1 + Gp2-T2 + ... + app-xp = 0 (En)
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d’inconnue (x1,...,z,) € KP. Alors ’ensemble solution de (S)
Sol(S) :={(x1,...,2p) € KP : Vie[1,n], aj1- -1+ a2 22+ ...+ a;p -2, =0}
est un sous-espace vectoriel de KP.

Démonstration. Un p-uplet de nombres réels est solution du systéme linéaire homogene (S) si et seulement s’il est solution
de chacune des n équations linéaires homogenes (E1),. .., (E,). Ainsi :

Sol(S) = ﬁ Sol(E;)
=1

D’apres la proposition 22, Sol(S) est 'intersection de n sous-espaces vectoriels de E. La proposition 24 nous livre alors
que Sol(.S) est un sous-espace vectoriel de E. O

2.6. CNS pour qu’une union de deux sous-espaces vectoriels soit un sous-espace vectoriel

Une réunion de sous-espaces vectoriels de E n’est pas nécessairement un sous-espace vectoriel de F.
Par exemple
Fl::{(sv,y)GR2 :x—yzO} et FQ::{(x,y)€R2 ::r—i—y:O}

@ sont des sous-espaces vectoriels de R?, puisque chacun est ensemble solution d’une équation linéaire homogeéne
d’inconnue dans R?. Cependant F; U F» n’est pas un sous-espace vectoriel de R2.
En effet, F; U F5 n’est pas stable par addition : (1,1) et (1, —1) appartiennent & Fy U Fy, mais :

(1’1)+(1’_1):(250)¢F1UF2

Ezercice 26. — Soient F; et Fy deux sous-espaces vectoriels de E. Alors :
(F1 U Fy est un sous-espace vectoriel de F) <= (F; C F ou Fy C FY)
2.7. Somme de sous-espaces vectoriels : cas de deux
Théoréme 27. — Soient Fy et Fy deux sous-espaces vectoriels de E. Soit Fy + Fy la partie de E définie par
Fy+ Fy:={ug +us : (ur,uz) € Fy X Fa}.

Alors :
1. Fy + F5 est un sous-espace vectoriel de E qui contient Fy et Fy ;

2. Fy + F» est le plus petit (au sens de Uinclusion) sous-espace vectoriel de E contenant Fy et Fy, i.e., pour tout
sous-espace vectoriel G de E contenant Fy et Fy :

L+ CcG

@ Une démonstration du théoreme 27 doit étre connue..

Ezercice 28. — Soient
Fy = {(z1,22,23) ER® : 21 + 20+ 25 =0} et F={(a,a,a) ER® : a € R}

1. Justifier que F; et F5 sont deux sous-espaces vectoriels de R3.
2. Démontrer que Fy + F» = R3.

FEzxercice 29. — Soient
1
o= {f € C’(R,R) : / f(t) dt = 0} et = {f € C°(R,R) : f est constante sur R}
0

1. Justifier que Fy et F, sont deux sous-espaces vectoriels de R3.
2. Démontrer que Fy + Fy = C°(R, R).
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2.8. Sous-espaces vectoriels en somme directe : cas de deux

Définition 30. — Soient Fy et Fy deux sous-espaces vectoriels de E.

1. On dit que Fy et Fy sont en somme directe si
Yue Fi + Fy 3!(U1,U2)EF1XF2 U = Uy + usz

i.e. si tout élément de Fy + Fy s’écrit de maniére unique sous la forme uy + ug, ot (ug,us) € Fy X Fy.

2. 81 Fy et Fy sont en somme directe, alors on note Fy @& Fy le sous-espace vectoriel Fy + Fy de E.

Théoréme 31. — Soient Fy et F5 deux sous-espaces vectoriels de E. Alors :

(Fy et Fy sont en somme directe) <= FyNFy,={0g}

@ Une démonstration du théoréme 31 doit étre connue..
FEzxercice 82. — Démontrer que les sous-espaces vectoriels Fy et Fy de exercice 28 sont en somme directe.
Ezercice 33. — Démontrer que les sous-espaces vectoriels F} et Fy de l'exercice 29 sont en somme directe.

2.9. Somme de sous-espaces vectoriels : cas d’un nombre fini quelconque

Théoréme 34. — Soient Iy, Fy, ..., F), des sous-espaces vectoriels de E. La partie F1 + Fo+ ...+ F, de E, notée aussi

P
ZFi’ est définie par :

i=1
F1+F2—|—...—|—Fp={$1—|—.132—|—...—|—1‘p : (.Il,[EQ,...,l‘p) EF X Fyx ... XFp} .
Alors :
1. Fi + Fy+ ...+ F, est un sous-espace vectoriel de E qui contient Iy, ..., Fy;
2. Fi +F>+ ...+ F, est le plus petit (au sens de linclusion) sous-espace vectoriel de E contenant Fy, ..., F,, ti.e.,
pour tout sous-espace vectoriel G de E contenant Fi, ..., F, :

hF+EB+...+F,CG

Ezercice 35. — Soient :
Fy={(z,y,2) eR® : 2 =0} Fy={(z,y,2) eR® : y=0} Fy:={(z,y,2) eR® : 2=0}
1. Justifier que Fy, I, F3 sont des sous-espaces vectoriels de R2.

2. Démontrer que F} + F» + F3 = R3.

FExercice 36. — Soient :
1 11
A=1|1 0 1] ¢ Mg(R)
1 1 1

1. Déterminer, pour tout A € R, Ker (A — A I3).
2. Soient A; < A2 < Ag les trois réels A tels que Ker (A — A I3) # {OMs,l(R)}~ Démontrer que :

M371(R) = Ker (A — )\1 13) + Ker (A — /\2 13) + Ker (A - )\3 13)
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2.10. Sous-espaces vectoriels en somme directe : cas d’un nombre fini quelconque

Définition 37. — Soient E un K-espace vectoriel et Fi, Fy, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E.
1. La somme Fy + ...+ F), est dite directe si :

p p
VU€F1+...+FP El!(ula”'vup)eHFi u:Zul
i=1 i=1

i.e. si tout élément de F1+...+F, s’écrit de maniére unique sous la forme ur+. .. 4+up, ot (u1,...,upy) € F1x...XF}.

p
2. Sila somme Fy + Fy + ...+ F), est directe, on la note F1 @ ... & F, ou @Fl
i=1

Théoréme 38. — Soient E un K-espace vectoriel. et Fy,Fy, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E. La somme
Fy + I+ ...+ F, est directe si et seulement si :

V(z1,22,...,2p) € Fi X Fy X ... X F), ri+aro+ ...+, =0 = z1=22=...=2, =0g
@ Une démonstration du théoreme 38 doit étre connue..

Il ne suffit pas que :
@ V(i,j) e [Lp]*  i#j = E N F;j={0g}

pour que la somme F} + F» + ... + F), soit directe, comme 1'exercice ci-dessous l'illustre.
Ezercice 89. — Soient :
Flz{(a:,y,z)ER3 :z:O} ng{(a;y,z)ER?’ :x:y:0} Fg,:{(ac,y7z)€R3 :szety:z}

1. Justifier que Fy, I, F3 sont des sous-espaces vectoriels de R2.
2. Calculer Fl n FQ, F2 n F3 et F3 n Fl.
3. La somme F; + F5 + F3 est-elle directe ?

Ezercice 40. — Soient E un K-espace vectoriel et Fy, [, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E. Alors la somme
Fy + Fy + ...+ F, est directe si et seulement si :

Vie[l,p]  Fin ZFJ ={0g}.
1<j<p
I

Ezercice 41. — Démontrer que les sous-espaces vectoriels Fy, F5, F3 de l'exercice 35 ne sont pas en somme directe.

FEzercice 42. — Démontrer que les sous-espaces vectoriels Fy, Fy, F3 de I'exercice 36 sont en somme directe.

2.11. Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Définition 43. — Soient Fy et Fs deuz sous-espaces vectoriels de E. On dit que Fy et Fy sont supplémentaires dans E
St :
YueFlE 3!(’114,1@) e xFy uw=uj+us

ou, de maniére équivalente, si F1 ® Fr = E.

On ne confondra pas les mots « supplémentaire » et « complémentaire ». En effet, si F' est un sous-espace

@ vectoriel de E, O ¢ F. Ainsi F n’est pas un sous-espace vectoriel de E, donc a fortiori pas un supplémentaire
de F dans F.
Exemple /4. — Si (dy) est une droite de R? passant par l’origine, alors toute droite (dz) # (di) de R? passant par

lorigine est un supplémentaire de (d;) dans R?. La droite (d;) admet donc une infinité de supplémentaires dans R2.
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Un sous-espace vectoriel F' de E peut admettre plusieurs supplémentaires dans E (cf. exemple ci-dessus). Si G

@ est un tel, on dira donc que G est « un » supplémentaire de F' dans E et non pas que G est « le » supplémentaire
de F' dans FE.
Ezercice 45. — Soient un entier n > 2, S,, 'ensemble des matrices symétriques de M,,(R) et A,, I'ensemble des matrices

symétriques de M,,(R). Justifier que S,, et A, sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de M,,(R).

Ezercice 46. — Soit F := {P € R[X] : P(1) =0}.
1. Démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de R[X].

2. Donner deux supplémentaires disctints de F' dans R[X].

Ezercice 47. — Démontrer que :
Fi={f€C*(R,R) : f'+f=0} ot G:={feC*®RR): f(0)=f(5)=0}
sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans C*° (R, R).
Théoréme 48. — Tout sous-espace vectoriel de E posséde un supplémentaire dans E.
Remarque 49. — Le théoréme 48 est admis pour un espace vectoriel E quelconque (le lemme de Zorn permet de 1’établir).

Cependant, lorsque ’espace vectoriel E est de dimension finie, nous serons en mesure de le démontrer, grace au théoréme
de la base incompléte.

2.12. Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Proposition 50. — Soit A une partie de E. On définit la partie Vect(A) de E par :

Vect (A) := m F ou F:={F €P(E) : F est un sous-espace vectoriel de E contenant A}
FeF

Alors :
1. Vect (A) est un sous-espace vectoriel de E contenant A ;

2. Vect (A) est le plus petit (au sens de linclusion) sous-espace vectoriel de E contenant A, i.e., pour tout sous-espace
vectoriel G de E contenant A, Vect (A) C G.

Le sous-espace vectoriel de E, noté Vect (A), est appelé sous-espace vectoriel de E engendré par A.

Théoréme 51. — Soient uq,...,u, des vecteurs de E. Alors Vect ({u1,...,u,}) est U'ensemble des combinaisons
linéaires des vecteurs uy,...,Up, i.€. :

Vect ({uy, ... ,un}) = {ZAu ; (Al,Ag,...,An)eK"}.
i=1

@ Une démonstration du théoréme 51 doit étre connue.
Théoréme 52. — Soit A une partie non vide de E. Alors :

Vect (A) = U { Agcag 2 (A, ) €K? et(a1,...,an)6A"}
k=1

neN*

Un vecteur de E appartient donc & Vect (A) si et seulement s’il est combinaison linéaire d’un nombre fini de vecteurs de

A.
Ezercice 53. — Comparer les deux sous-espaces vectoriels de R*

F :=Vect ((—1,1,2,-2),(1,2,3,—6)) et Gi={(zyzt)eR" : z+y+z+t=0}.

Ezercice 54. — Soit u; = (1,1,2), ug := (2,2,1), v1 = (1,1,1) et vy := (1,1, —1). Démontrer que les sous-espaces
vectoriels Vect ({ug,us}) et Vect ({v1,v2}) de R? sont égaux.

Théoréme 55. — Soient uy,...,u, et vy,...,v,, des vecteurs de E. Alors :

Vect ({u1, ..., un}) + Vect ({v1,...,om}) = Vect ({ug, ..., Un, 01, .., Um})
Démonstration.
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C e Le sous-espace vectoriel Vect ({uq,...,upn,v1,...,0n}) contient les vecteurs uq, . .. , u,. Par minimalité du sous-
espace engendré Vect ({uy, ..., u,}), il vient :

Vect ({uy,...,un}) C Vect ({u1, ..., Un, V1, .., Um}) (1)

e Le sous-espace vectoriel Vect ({u1, ..., upn,v1,...,0mn}) contient les vecteurs vy, . . ., vy,. Par minimalité du sous-
espace engendré Vect ({v1,...,v,}), il vient :

Vect ({v1,...,vm}) C Vect ({u, ..., Un, V1, ..., Um}) (2)

e D’apres 1 et 2, le sous-espace Vect ({u1,...,Un,v1,...,0y}) contient les sous-espaces Vect ({uq,...,un}) et

Vect ({v1,...,0m}). Par minimalité de la somme Vect ({u1,...,u,}) + Vect ({v1,...,vm}), nous savons :

Vect ({u1,...,un}) + Vect ({v1,...,0m}) C Vect ({u1,...,Un,v1,...,0m})
D Le sous-espace Vect ({ug,...,u,}) + Vect ({v1,...,vn}) contient Vect ({u1,...,un}) et Vect ({v1,...,vm}), donc
les vecteurs uq,...,u, €t v1,...,v,. Par minimalité du sous-espace engendré Vect ({u1,...,un,v1,...,0m}), nous

obtenons :
Vect ({11, .-+, Un, 1, ..., Um}) C Vect ({ur,...,un}) + Vect ({v1,...,0m})

3. Familles remarquables finies

Notation. — Dans cette partie, on fixe (E,+, - ) un K-espace vectoriel.

3.1. Familles génératrices finies

Définition 56. — Soit uq,...,u, des vecteurs de E. La famille (uy,...,u,) est génératrice de E si :
Vect ({u1,...,upn}) =FE

ou, de maniére équivalente, si tout vecteur de E peut s’écrire comme combinaison linéaire de uy, ..., Uy.

Exercice 57. — Justifier que {(x,y,2,t) € K* : 2 —y+2=0,2+y—2t=0, x+ 2 — 2t = 0} est un sous-espace de
K* et en donner une famille génératrice.

Ezercice 58. — Pour tout n € N, on pose K, [X] = {P € K[X] : deg P < n}. Démontrer que K,,[X] est un sous-espace
vectoriel de K[X] et en donner une famille génératrice.

Ezercice 59. Démontrer que {P € R5[X] : P(—1) = P(1) = 0} est un sous-espace vectoriel de R5[X] et en donner
une famille génératrice.

Ezercice 60. — Soit a € R un nombre algébrique (a est racine d’un polynéme non nul P € Q[X]). Donner une famille
génératrice finie du sous-espace vectoriel :

A := Vectq ({ak ke N})
du Q-espace vectoriel R.

Proposition 61. — Toute sur-famille d’une famille génératrice de E est génératrice de E.
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3.2. Familles libres finies

Définition 62. — Soit uy,...,u, des vecteurs de E. La famille (uy,...,u,) est dite libre si et seulement si :
V()\l,...,)\n)EKn AU+ ...+ u, =0 = A =...= )\, =0k.
Si la famille (uq,...,u,) nest pas libre, elle est dite liée.

Une famille de vecteurs deux a deux non colinéaires n’est pas nécessairement libre. En effet, les vecteurs (1,0),
@ (0,1) et (1,1) sont deux & deux non colinéaires, mais la famille ((1,0),(0,1),(1,1)) est liée car :

1(1a0)+1(071)+(_1)(1a1):(070)

Ezercice 63. — Soit a € C. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que la famille :

((1,a,a2) , (a,aQ, 1) , (az, 1,a))

soit une famille libre de C3.

Proposition 64. — Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
Proposition 65. — Soient uy,...,u, des vecteurs de E. Démontrer que la famille (u1,...,u,) est liée si et seulement
s’il existe i € [1,n] telle que :
u; € Vect ({u1, ey U1, Ui 1y - e - ,un})
Théoréme 66. — Une famille (Py,...,P,) de polynémes de K[X] telle que :

0<deg P <degP> <...<degP,

est libre.

¥ Une démonstration du théoréme 66, appelé théoréme des degrés échelonnés, doit étre connue.
3.3. Bases finies

Définition 67. — Une base de E est une famille de vecteurs de E qui est a la fois libre et génératrice de F.

Ezxemple 68. — Soient n et p des nombres entiers naturels non nuls.

1. Pour tout ¢ € [1,n], notons e; le vecteur de K™ dont toutes les composantes sont nulles, sauf la i-iéme qui vaut 1.
La famille (eg,...,e,) est une base de K", appelée base canonique de K.

2. La famille (1, X,..., X™) est une base de K,,[X], appelée base canonique de K, [X].

3. Pour tout (4,7) € [1,n] x [1,p], notons E; ; la matrice de M,, ,(K) dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui
d’adresse (4,7) qui vaut 1, i.e. :
E;j = (Ok, 5€7j)(k,e)€[[1,n]]x[[1,p]]
La famille (Ei’j)(i.j)e[[l n]x[1,p] €St une base de M., »(K), appelée base canonique de M,, ,(K).

Ezercice 69. — Donner une base du sous-espace vectoriel :

F = {(:El,xg,ﬂfg,x4,l’5) €R5 tx1+3x3+5x5=0, 221 +a2 —2x3+24 =0, —11 +.’£2+$3+(£4+$5:0}

de RP.
Définition 70. — Soient B = (e, ea,...,e,) une base d’un K-espace vectoriel E et x € E. Alors :
IN(zy,...,zn) K" =21 -€14+22 €2+ ...+ Ty €y [décomposition du vecteur x dans la base B]

&
X2

Le vecteur colonne . € M, 1(K) est appelé vecteur des coordonnées de x dans la base B.
T

Ezxercice 71. — Soient n,p des entiers naturels non nuls.
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1. Soit = (x1,...,z,) € K". Expliciter les coordonnées de x dans la base canonique de K.
2. Soit P =ap+a1 X +asX?+...+a,X" € K,[X]. Expliciter les coordonnées de P dans la base canonique de K,,[X].
3. Soit A = (@i 5) (i) e[1,n]x[1,p] € Mn,p(K). Décomposer la matrice A dans la base canonique de M,, ,(K).

Ezercice 72. — Donner une base du sous-espace vectoriel S, = {M € M,(R) : M = M} de M, (R).

Ezercice 73. — Démontrer que la famille B := ((1,0,—1), (0,1, —1)) est une base du sous-espace vectoriel :
Fi={(z,y,2) €ER® : z4+y+2=0}

de R? et donner les coordonnées d'un vecteur u = (x,y, 2) de F dans la base B.

FEzercice 74. — Donner une base du sous-espace vectoriel :

F:={feC®R,R) : f'=2f—f}

de C*(R,R).
Ezercice 75. — Donner une base du sous-espace vectoriel :
F :={(un)nen € R™ : pour tout n € N, tp 42 = 2Upq1 — 2up}
de R™.
Théoréme 76. — Soient E un K-espace vectoriel et F1, Fs, ..., F, des sous-espaces vectoriels de ¥ en somme directe.

Pour tout i € [1,p], donnons-nous :
Bi = (62'71, ey eiyni)

une base de F;. Alors :
B = Bl# e #Bp = (61717 61,2, ey 617n1, ey ep,l, 61,72, N aep,np)

est une base de F1 © Fo @ ... @ F},, que l’on appelle base adaptée ¢ F ® Fo @ ... D Fp.

Théoréme 77. — Soient n € N, (P, ..., P,) une famille de (n + 1)-polynomes de K, [X] telle que :
Vke[0,n] degP,=%k

Alors la famille (P, ..., P,) est une base de K,[X].

@ Une démonstration du théoréme 77, appelé théoréme des degrés échelonnés, doit étre connue.

4. Familles remarquables

Notation. — Dans cette partie, on fixe (E,+, - ) un K-espace vectoriel et I désigne un ensemble non vide.

4.1. Familles génératrices
Définition 78. — Soit (u;);er une famille de vecteurs de E indexée par I. La famille (u;);cr est dite génératrice de E
St s

Vect ({u; : i€I})=F

ou de maniére équivalente, si tout vecteur de E s’écrit comme une combinaison linéaire d’un nombre fini de vecteurs de
la famille (u;)ier-

Ezemple 79. — La famille (X™),cN est génératrice de K[X].
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4.2. Familles libres

Définition 80. — Soit E un K-espace vectoriel. Soit (u;)ic; une famille de vecteurs de E indexée par I.

1. La famille (u;);cr est dite libre si toute sous-famille finie de (u;);cr est libre, i.e. si :
VJ finie CI (uj)jes est libre.

2. Sila famille (u;);er n'est pas libre, elle est dite liée.

Ezemple 81. — La famille (X"),,cn d’éléments de K[X] est libre.

FEzercice 82. — Pour tout a € R, on pose :
f R — R
R A
La famille (f,)qecr est-elle libre dans RE ?
FEzercice 83. — Pour tout a € R, on pose :
R — R
Jo |z —s |z — al

La famille (g,)acr est-elle libre dans RR?

Ezercice 84. — La famille ((a™) est-elle libre dans RN ?

nGN)aeR

4.3. Bases

Définition 85. — Une famille (u;)ic; une famille de vecteurs de E est appelée base de E si et seulement si elle est
libre et génératrice de E.

Ezemple 86. — La famille (X™),cn est une base de K[X].

5. Dimension finie

Notation. — Dans cette partie, on fixe (F,+, - ) un K-espace vectoriel. Si (uq,...,u,) est une famille de vecteurs de E,
la famille :

(Upy ooy Wiy ee s Up)
désigne la famille (uq,...,%;—1,Uit1,...,Up), i.e. la famille obtenue en 6tant le vecteur u; de la famille (uq, ..., uy).

5.1. Espace vectoriel de dimension finie et théoréme de la base extraite

Définition 87. — On dit que E est de dimension finie s’il posséde une famille génératrice finie.
Lemme 88. — Soit (u1,...,u,) une famille de vecteurs de E, qui est génératrice de E. On suppose qu’il existe i € [1,n],
tel que

u; € Veet ({ug, ..., Uy, un})

i.e. tel que u; est combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille (uq, ..., uy,). Alors la famille (w1, ..., G, .., up)
est génératrice de E.

Démonstration. Soit x € E. Puisque la famille (uq,...,u,) engendre E, il existe (A1,...,A,) € K™ tel que

Tr = i)\jﬂj = Z )\juj + )\zuz
j=1

1<j<n
J#i
D’une part Z Ajuj € Vect ({u, ..., @, ..., up}).
1<jsn
i
D’autre part, comme u; € Vect ({u1,..., G, ., Un}), Ait; € Vect ({ug, ..., Gy .. un}).
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Ainsi z € Vect ({u1,...,0;,...,u,}), comme somme de deux éléments de ce sous-espace vectoriel de E.
Ceci étant vrai pour un = € E quelconque, il vient :

E C Vect ({u1, ..., 05, ...,un}) .

L’inclusion réciproque est triviale. O
Théoréme 89. — Supposons que E est non réduit ¢ {0g} et de dimension finie. Soit (uy, ..., u,) une famille génératrice
de E.

1. On peut extraire de la famille (uy, ..., u,) une sous-famille qui est une base de E.

2. En particulier E posséde une base (finie).

Démonstration. Seule la premiere assertion requiert une preuve. Nous raisonnons par récurrence sur le nombre n d’élé-
ments que posséde la famille génératrice donnée. Pour tout n € N*, notons P(n) le prédicat suivant :

« De toute famille génératrice de n vecteurs de F, on peut extraire une base de E. »
o Initialisation ¢ n = 1. Soit (uy) une famille génératrice de E. Alors u; # O, sinon E = Vect ({0g}) = {0}, ce qui
est contraire & une des hypotheses. Par suite (u1) est libre. C’est donc une base de E.

e Hérédité. Supposons que P(n) soit vraie pour un entier n € N* fixé. Soit (u1,...,up+1) une famille génératrice de
E, formée de n + 1 vecteurs.

— Si (ug,...,upt1) est libre, alors c’est une base de E et la propriété P(n + 1) est établie.

— Sinon (uq,...,up4+1) est liée et donc un des vecteurs de cette famille est combinaison linéaire des autres.
Formellement, il existe i € [1,n + 1], tel que u; € Vect ({u1,..., %, ..., unt1}). D’apres le lemme 88, la famille
(Upy.enyWiy. ey Uny1), extraite de (uq, ..., up41), est génératrice de E. Comme elle posséde n vecteurs, on peut
lui appliquer ’hypothése de récurrence P(n) pour conclure.

O
5.2. Théoréme de la base incompléte

Lemme 90. — Soit (uq,...,uy,) une famille de vecteurs de E, qui est libre. Soit v € E tel que v ¢ Vect ({ug,...,un}).
Alors la famille (uy, ..., up,v) est libre.

Démonstration. Soit (A1, ..., An,n) € K1 tel que

(*) (Z )\zuz> + pv =0g.

i=1
e Démontrons que p = 0, en raisonnant par 'absurde. Si p # 0, alors v = Z <—z> u; € Vect ({uq,...,un}), ce qui
"

i=1
contredit une des hypotheses.

n
e Comme p = 0, l'identité (x) se réécrit Z Aiu; = 0g. La famille (ug,...,u,) étant libre, il vient Ay = ... =\, = 0.
i=1
O
Théoréme 91. — Supposons que E posséde une base (e1,...,en). Soit (u1,...,u,) une famille libre de vecteurs de E.
On peut adjoindre d la famille (u1, ..., up) un certain nombre des vecteurs ey, ..., e, (éventuellement aucun) de maniére

a ce que la nouvelle famille ainsi obtenue soit une base de E.

Démonstration. On raisonne par récurrence généralisée finie sur le nombre ¢ de vecteurs de la base (eq,...,e,) qui
n’appartiennent pas au sous-espace vectoriel engendré par la famille libre donnée. Pour tout g € [0, n], notons P(q) le
prédicat suivant :

si ¢ des vecteurs de la base (eq,...,e,) n’appartiennent pas au sous-espace vectoriel
engendré une famille libre donnée, alors on peut adjoindre a cette famille libre donnée
un certain nombre des vecteurs ey, .. ., e, (éventuellement aucun) de maniére a ce que

la nouvelle famille ainsi obtenue soit une base de E.
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o Initialisation ¢ ¢ = 0. Soit (uq,...,u,) une famille libre de vecteurs de E telle que tous les vecteurs ey, ..., e,
appartiennent & Vect ({u1, ..., up}) (i.e. telle que ¢ = 0). Par minimalité du sous-espace engendré Vect ({u1, ..., up}),
il vient

E = Vect ({e1,...,en}) C Vect ({uq,...,up}) C E.

Par suite, (u1,...,u,) est génératrice de E. C’est donc une base de E, puisque cette famille est supposée libre par
hypothese.

e Hérédité. Supposons que P (q') soit vraie pour tous les entiers ¢’ € [0,q], ou ¢ € [0,n — 1] est fixé. Soit
(u1,...,up) une famille libre de vecteurs de E telle que g + 1 vecteurs de la base (es,...,e,) n’appartiennent
pas & Vect ({uq,...,up}). Quitte & réindexer les vecteurs de la base (e1,...,e,), on peut supposer que

€1, €q qt1 & Vect ({u1,...,up}) et €qt2,---,6n € Vect ({ur, ..., up}).
Comme eg11 ¢ Vect ({uq,...,up}), le lemme 90 nous livre la liberté de la famille (ug, ..., up, €g41).

Nous observons que :

eq+1 € Vect ({ur, ..., up,eq11}) et egyo,...,en € Vect ({ur,...,up}) C Vect ({ur, ..., up, eqq1})
Par suite le nombre ¢’ de vecteurs de la base (e1,...,e,) qui n’appartiennent pas a Vect ({u1,...,up,eq41}) est
inférieur ou égal & ¢. On applique alors ’hypothése de récurrence P (¢’) & la famille libre (u1, ..., up, €q11), obtenue
en adjoignant a (uq,...,up) un des vecteurs de la base (eq, ..., e,), pour conclure.
O
Remarque 92. — Dans la preuve du théoreme de la base incompléte, seul le caractére générateur de E de la famille
(e1,...,en) nous a été utile. Le résultat est donc encore valide si I'on suppose la famille (e, ..., e,) seulement génératrice
de F.
5.3. Cardinaux des familles remarquables et notion de dimension
Lemme 93. — Soit (e1,...,e,) une famille libre de E et soit (fi1,..., fm) une famille génératrice de E. Alors n < m.
Démonstration. Pour tout m € N*, on définit P(m) comme étant Passertion :
«V (fi, ooy fm) € E™, ¥n e N*, V(er,...,en) € Vect ({f1,-- s fm})", (e1,...,e,) libre = n<m»
On démontre que P(m) est vraie pour tout m € N*. L’assertion du lemme 93 en découle, puisque si (f1,..., fi) est une
famille génératrice de E, alors Vect ({f1,..., fm}) = E par définition méme.
Remarquons que pour tout m € N*  P(m) est équivalente a :
V (fi,.- s fm) €EE™, ¥neN* V(e,...,en) € Vect ({f1, .y fm )", n>m = (e1,...,e,) liée
par contraposition.
e [nitialisation ¢ m = 1. Soit f; un vecteur de E, soit n € N*, soit (e1,...,e,) € Vect ({f1})". On suppose n > 2.
Démontrons que la famille (eq,...,e,) est liée. Pour cela, il suffit d’établir que la famille (e, e3) est liée.
Il existe (A1, X2) € K2 tel que e; = A1 f1 et ea = Ao fy.
— Si A\ =0, alorse; =0g et :
l.e; +0.e0 = 0fg
A
— Si A #0, alors e; = )\—261 et :
1
—Xae1+ A ea =0g
~—
#0
Dans les deux cas, la famille (e, es) est liée.
e Hérédité. Supposons P(m) vraie pour un m € N* fixé. Soit (f1,..., fm, fms1) € E™TL soit n € N* soit
(e1,...,en) € Vect ({f1,.., fms fme1})". On suppose n > m + 1. Démontrons que la famille (ey,...,e,) est liée.

Pour tout i € [1,n], il existe (Ai1,. .., Xim, Aimt1) € K™ tel que :

m+1

m
€= Z )‘i,jfj = Z Ai?jfj + Ai,’m-&-lfm-‘,—l
Jj=1 j=1

~——
eVect({f1,e-rfm})
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— Si Mmg1 = -+ = Amt1 = 0, alors (eq,...,e,) € Vect ({f1,..., fm})". Den >m+1>m et de P(m),
déduit que la famille (eg,...,e,) est liée.
— Si au moins un des scalaires A ;41,..., Ap,m+1 est non nul, alors quitte & renuméroter les vecteurs ey, ...

on peut supposer A, m+1 # 0.

Pour tout i € [1,n — 1], on pose :

¢ =ei— 5 il n—ZMfJ ZA““"“ i e Vet ({fi,.... fm})

n ;m—+1

on

76n

Alors (e}, ...,e,_1) € Vect ({f1,..., fm ™. De n—1 > m (qui découle de n > m+1) et de P(m), on déduit

que la famille (ef,...,e,_;) est lice.
Donc il existe des scalaires 1, ..., t,—1 non tous nuls tels que :
n—1 n—1 _
i=1 i=1 o Anmi
La famille (eg,...,e,) est donc également liée.
O
Théoréme 94. — Supposons que E est de dimension finie. Alors toutes les bases de E ont le méme cardinal.
Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme 93. 0
Définition 95. — Supposons que E est de dimension finie. Le cardinal commun de toutes les bases de E est appelé
dimension de E. On le note dim (F).
Exemple 96. — Soient n et p des entiers naturels non nuls.
1. dim (K™) =n
2. dim (K,[X])=n+1
3. dim (M,, ,(K)) =np
. . , . . _ . . n(n—+1)
4. La dimension de I’espace vectoriel des matrices symétriques n x n a coeflicients dans K est —
Théoréme 97. — Supposons que E est de dimension finie. Soit (uy,...,u,) une famille de vecteurs de E.
1. Supposons (u1,...,u,) génératrice de E.
(a) Alors dim (E) < n.
(b) Sin=dim (E), alors (uy,...,uy) est de plus libre. C’est donc une base de E.
2. Supposons (u1, ..., uy,) libre.
(a) Alors n < dim (E).
(b) Sin=dim (E), alors (u1,...,u,) est de plus génératrice de E. C’est donc une base de E.
Démonstration.
1. Supposons (u1,...,u,) génératrice de E.
(a) C’est une conséquence du lemme 93.
(b) Supposons que n = dim (EF). En appliquant le théoréme de la base extraite a la famille (uq, ..., u,) génératrice
de F, il vient qu'il existe une sous-famille de (u1,...,u,) qui est une base de E.
Si cette sous-famille n’est pas la famille (ug, ..., u,) elle-méme, alors on trouve une base de E qui a un cardinal

strictement plus petit que la dimension de F, ce qui contredit I’égalité des cardinaux de toutes les bases de FE

(théoréeme 94).

Donc la sous-famille qui est une base de F, obtenue par application du théoréme de la base extraite, est la

famille (uq,...,u,) elle-méme. La famille (ug,...,u,) est donc une base de E.
2. Supposons (uq,...,u,) libre.

(a) C’est une conséquence du lemme 93.
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(b) Supposons que n = dim (E). En appliquant le théoréme de la base incomplete & (uq,...,u,), on obtient une
sur-famille de (uq,...,u,) qui est une base de E.
Si cette sur-famille n’est pas la famille (uq,...,u,) elle-méme, alors on trouve une base de E qui a un cardinal

strictement plus grand que la dimension de F, ce qui contredit 1’égalité des cardinaux de toutes les bases de F
(théoréme 94).

Donc la sur-famille qui est une base de FE, obtenue par le théoreme de la base incomplete, est la famille
(u1,...,uy) elleeméme. La famille (uq,...,u,) est donc une base de F.

O
5.4. Sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension finie

Théoréme 98. — Supposons que E est de dimension finie. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors
1. F est de dimension finie;
2. dim (F) < dim (E).

Démonstration.
1. Raisonnons par ’absurde. Supposons F' n’est pas de dimension finie, i.e. qu’aucune famille finie de vecteurs de F
n’engendre F. On va montrer qu’on peut, sous cette hypothése, construire des familles libres de vecteurs de F,
arbitrairement grandes.

e F n’étant pas de dimension finie, il n’est pas réduit a {Og} (en effet (0g) est une famille génératrice de {Og}).
Soit donc u; un vecteur non nul de F'. La famille (u;) est une famille libre de vecteur(s) de F'.

e Soit p € N*. Supposons construit des vecteurs (ug,...,u,) de F, qui forment une famille libre. Puisque
(u1,...,up) nest pas génératrice de F, il existe upy1 € F \ Vect ({uq,...,u,}). Par le lemme 90, la famille
(u1,...,up,ups1) est une famille libre de vecteurs de F'.

Ainsi construit donc, par récurrence, des familles libres de vecteurs de F de cardinaux p > 1 quelconque. En
particulier pour p = dim (E) + 1. L’espace vectoriel E, de dimension finie dim (E), contient donc une famille libre
de cardinal dim (F) + 1, ce qui contredit I’assertion 2.(a) du théoréme 97.

2. Une base de F' est en particulier une famille libre de E. Par le théoréme 97, il vient donc dim (F') < dim (E).

O
Ezxercice 99. — Soit A € K. Justifier que
Fy={(z,y,2) €eK® : Ax+y+2z=0, 2+ y+2=0, 2+y+ Az =0}
est un sous-espace vectoriel de K3, puis déterminer sa dimension.
FEzxercice 100. — Justifier que
F:={PeCs[X] : P(1)=P(-1) =0}
est un sous-espace vectoriel de C3[X], puis déterminer sa dimension.
Théoréme 101. — Supposons que E est de dimension finie. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que

FCQG.
1. dim (F) < dim (G).
2. Sidim (F) =dim (G), alors F = G.

Démonstration.

1. D’apreés les hypotheses, F' peut-étre vu comme un sous-espace vectoriel de G. Alors I'inégalité dim (F) < dim (G)
résulte du théoreme 98.

2. Supposons dim (F') = dim (G) =: d. Soit (ey,...,eq) une base de F. On peut considérer cette famille comme une
famille libre de G. Puisqu’elle a le méme cardinal que dim (G) c’est une famille génératrice de G (cf. 2.(b) du
théoreme 97). Or c’est aussi une famille génératrice de F'. D’ou F' = Vect ({e1,...,eq}) = G.

O
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5.5. Formules de Grassmann

Théoréme 102. — Supposons que E est de dimension finie.
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

1. Si F et G sont en somme directe, alors :

dim (F @ G) = dim (F) 4+ dim (G)

2. Plus généralement :
dim (F + G) = dim (F) 4+ dim (G) —dim (F N G) . Hermann Giinther Grassmann (1809-1877)

Démonstration.
1. L’assertion résulte du théoreme 76.

2. Soit F’ un supplémentaire de F'N G dans F. On a ainsi :
F=(FNG) &F (3)
Prouvons :
FFoG=F+G (4)

o Caractére direct de la somme F' + G
Soitz € FFNG. Alorsz € ' CFetx € G.Doncx € FNG.Dex € FNG, z € F' et (3), on déduit x = 0.
Ainsi F' NG C {0g}. L'inclusion réciproque est claire.

o Linclusion ' @G C F+G
Comme F' CF, FF®GCF+G.

e Linclusion F+GC F' &G
Soit x € F+ G. Alors il existe y € F et 2 € G tels que z = y+ 2. Comme y € F = (FNG) @ F, il existe
y € FNG ety € F' tels que y =y + 3. Ainsi :

z=y" +{y +2) (5)

Comme y' € FNG C Get z€ G,y + 2 € G. Donc (5) est une écriture de 2 comme somme d’'un élément de
F' et d'un élément de G. Dot z € F' & G.

L’identité (4), & présent démontrée, nous livre :
dim (F + G) = dim (F' ¢ G) = dim (F”) + dim (G)
en appliquant 1. Toujours en appliquant 1, nous déduisons de (3) :
dim (F') = dim (F) — dim (F N G) .

En combinant les deux derniéres identités sur les dimensions, le résultat tombe.

O
Théoréme 103. — Soit E un K-espace vectoriel. Soient Fy,Fy, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E en somme
directe. Alors
dm(Fi @& & ...& F,) =dim (Fy) + dim (F3) + ... + dim (F,) .
Démonstration. 1l s’agit d’une conséquence du théoreme 76. d
Ezercice 104. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n tel que n := dim (F) > 3. Soient Hy, Ha, Hj trois

hyperplans de E deux-a-deux distincts.
1. Démontrer que dim (Hy N Hy) =n — 2.
2. Démontrer que dim (H; N Hy N H3) > n — 3.
3. A-t-on nécessairement dim (Hy N Ho N H3) =n—3 7
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5.6. Critere pour étre supplémentaires dans un espace vectoriel de dimension finie

Théoréme 105. — Supposons que E est de dimension finie. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors F
et G sont supplémentaires dans E si et seulement si

FnG={0g} et dim (F') + dim (G) = dim (E) .

Démonstration.

= Supposons que F et G sont supplémentaires dans F, i.e. que E = F & G.
Puisque la somme est directe, FF N G = {0g}. Ensuite par la premiére formule de Grassmann :

dim (F) 4+ dim (G) = dim (F & G) = dim (F) .

<= Supposons F N G ={0g} et dim (F) + dim (G) = dim (E).
Puisque F N G = {0g}, la somme F + G est directe. Il reste & vérifier que cette somme égale E.
F @& G est un sous-espace vectoriel de E. Ensuite par la premiere formule de Grassmann :

dim (F @ G) = dim (F) + dim (G)

et cette derniére somme de nombres entiers vaut dim (F) par hypothese. Donc F' & G est un sous-espace vectoriel
de E de méme dimension finie que E. Par le théoreme 101, FE = F & G.

O

5.7. Dimension d’un produit d’espaces vectoriels de dimension finie
Proposition 106. — Soient un entier n > 2 et Eq,..., E, des K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors ’espace
vectoriel produit E1 X ... X E, est de dimension finie et :

n n

dim (H E) = dim (E;)

i=1 i=1

Eléments de démonstration. Soient E,F des K-espaces vectoriels de dimension finie, (e1,...,6e,) une base de E et

(f1,--., fm) une base de F. On vérifie que la famille :

((61,0]:‘), R (enaoF)a (OE7f1)5 B (OEafm))

est une base de E x F', ce qui livre le résultat dans le cas o n = 2. La propriété pour un entier n > 2 quelconque peut
alors étre obtenue en raisonnant par récurrence.

O

6. Applications linéaires

Notation. — Dans cette partie, F et F' désignent deux K-espaces vectoriels.
6.1. Notion d’application linéaire
Définition 107. — application linéaire Une application f: E — F est dite linéaire si

V(u,v) € B2 YO\ pu) eK*  fh-utp-v)=X-flu)+p-fv)

Proposition 108. — Si f: E — F est linéaire alors f(0g) = Op.
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6.2. Structure de K-espace vectoriel sur L (E, F)

Définition 109. — L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté L(E, F).
Théoréme 110. — Les applications :
LE,F)x L(E,F) — L(E,F) KxL(E,F) — L(E,F)
+ F et - EFE —
(£,9) — Sty u > f(u)+g(u) A1) — A U A
sont bien définies et (L (E,F),+, -) est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de L(E, F) est :
rE — F
OE(E’F) u +— Op
et Uopposé d’un vecteur [ de L(E, F) est donné par :
¢ EFE — F
u — —f(u)
Définition 111. —
1. Une application linéaire de E dans E est nommée endomorphisme de E.
2. Une application linéaire et bijective de E dans F' est nommée isomorphisme de E vers F.
3. Une application qui est a la fois un endormorphisme et un isomorphisme est nommée automorphisme.
Ezercice 112. — Soit f: E — F un isomorphisme. Démontrer que P’application f~!: F — E est un isomorphisme.

6.3. Image directe et image réciproque d’un sous-espace vectoriel

Théoréme 113. — Soit f € L(E,F).

1. Si H est un sous-espace vectoriel de E, alors :
fH):={f(u) : we H} [partie de F' formée des images des éléments de H par f]

est un sous-espace vectoriel de F.

2. Si H' est un sous-espace vectoriel de F, alors :
Y H)={uecE : fueH} [partie de E formée des antécédents des éléments de H' par f]

est un sous-espace vectoriel de E.

@ Une démonstration du théoréme 113 doit étre connue.
6.4. Noyau et image d’une application linéaire

Définition 114. — Soit f € L(E, F).
1. Le noyau de f est défini par :

Ker(f):=f1({{0p}) ={uc E : f(u)=0rp} [partie de E formée des antécédents de Op par f]
2. L’image de f est définie par :

Im(f) = f(E)={f(u) : u€ E} [partie de F' formée des images des éléments de E par f]

Corollaire 115. — Soit f € L(E, F).
1. Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

2. Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.
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Démonstration. Comme {Op} est un sous-espace vectoriel de F' et E est un sous-espace vectoriel de E, les deux assertions
résultent du théoreme 113. 0

Proposition 116. — Soit f € L(E,F). Soit (e1,...,ey) une famille génératrice de E (une base de E par exemple).
Alors :

Im (f) = Vect (f (e1),..., [ (en))
Démonstration.

C Soit y € Im (f). Par définition de I'image de f, il existe z € E telle que :

y=f(z) (6)

Comme la famille (eq,...,e,) est génératrice de E, il existe (A1,...,\,) € K™ tel que :

i=1

Comme application f est linéaire, nous déduisons que (6) et (7) que :

y=Y Xif(e:) € Vect (f (e1),..., f (en))

=1

D Le sous-espace Im (f) de F' contient les vecteurs f(e1),..., f(e,). Par minimalité du sous-espace engendré
Vect (f (e1),..., f (en)), il vient :
Vect (f (e1), ..., f (en)) C Im (f)

U
Exercice 117. — Soit n € N*. Déterminer I'image de I’application :
f K, X] — K,[X]
P — PP
Qu’en déduire 7
Théoréme 118. — Soit f € L(E, F).
1. f est injective si et seulement si Ker(f) = {0g}.
2. f est surjective si et seulement si Im(f) = F.
@ Une démonstration du théoréme 118 doit étre connue.
6.5. Construction d’applications linéaires entre deux K-espaces vectoriels de dimension finie
Proposition 119. — Soient (e1,...,e,) une base de E et (f1,..., fn) une famille quelconque de vecteurs de F. Alors

il existe une unique @ € L(E, F) telle que :
6.6. Théoréme du rang et formule du rang

Définition 120. — Soit f € L(E, F).
1. Si E est de dimension finie, alors Im(f) est de dimension finie.

2. La dimension de Im(f) est appelée rang de f et est notée rg (f). On a donc rg (f) := dim (Im(f)).

Théoréme 121. — Soit f € L(E, F).
1. Soit A un supplémentaire de Ker (f) dans E. L’application :

fllm(f) A — Im(f)
4 z —  f(z)

est un isomorphisme (théoréme du rang).
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2. Si E est de dimension finie, alors :

dim (Ker(f)) + rg (f) = dim (E) [formule du rang]

@ Une démonstration du théoreme 121 doit étre connue.

Ezercice 122. — Soit f € L(E, F). Supposons que F est de dimension finie. Soit (eq, ..., e,) une base de E.
1. Démontrer que f est injective si et seulement si (f (e1),..., f (e,)) est une famille libre de F.
2. Démontrer que f est surjective si et seulement si (f (e1),..., f (e,)) est une famille génératrice de F.

3. En déduire un critere d’isomorphisme.
6.7. Injectivité, surjectivité, bijectivité et dimension
Corollaire 123. — Soit f € L(E, F). On suppose E et F de dimension finie.
1. Si f est injective, alors dim (E) < dim (F).
2. Si f est surjective, alors dim (E) > dim (F).
3. Si f est injective et si dim (E) = dim (F') alors f est un isomorphisme.

4. Si f est surjective et si dim (E) = dim (F) alors f est un isomorphisme.

7. Matrices d’applications linéaires

7.1. Cordonnées d’un vecteur dans une base

Notation. — La lettre :
e [ désigne un K-espace vectoriel de dimension finie, notée n, supposée non nulle;
e ¢=(eq,...,e,) désigne une base de E;

e 1 désigne un vecteur de FE.

Définition 124. — Puisque la famille e est génératrice de E, il existe : (x1,...,2,) € K™ tel que
n
U= ijej (8)
j=1

Puisque la famille e est libre, le n-uplet (z1,...,x,) d’éléments de K vérifiant (8) est unique. On définit la matrice des
cordonnées de u dans la base e comme étant :
T
Mate (u) := ; e M, 1(K).

xn

Exercice 125. — Soit u = (1,2,3) € R3.
1. Déterminer les coordonnées de v dans la base canonique de R3.
2. On pose €} := (0,1,1), e, = (1,0,1) et €5 = (1,1,0). Démontrer que la famille e/ = (e, €5, ;) est une base de R3
et déterminer les coordonnées de u dans la base €’.

7.2. Matrices d’une application linéaire dans des bases

Notation. — La lettre :
e F désigne un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle;
e F désigne un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle;
e ¢=(eq,...,e,) désigne une base de E;
o f={(f1,..., fp) une base de F';

e (» désigne une application linéaire de F dans F'.
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Définition 126. — La matrice de ¢ dans les bases ¢ et f est la matrice no
Matg{(@) € My (K)

dont la j-iéme (j € [1,n]) colonne est la matrice des cordonnées de p(e;) €
avons la description suivante de Mate f(¢).

ple1) wlez) p(en)
* * *
Mat, ¢(p) = * * *
* * *
Remarque 127. — Par définition méme, pour tout j € [1,n] :
ole;) = D [Mates(9)]  fi

=1

En effet soit u € E et soit :
Z1

Mat, (u) = ,

Tn

la matrice de ses cordonnées dans la base E. Alors :

n

pu) = ¢ Zl"j@j szfj@(ej
j=1 j=1

=1

et donc :

i T {Matg,i (w)}

=1

p(u)=>

i=1

)=

MPI-MPI* 2425

tée

F dans la base f. Schématiquement, nous

/ h
/ f2

/ I

La seule connaissance de Mat, () permet de retrouver ¢, i.e. de calculer ¢(u) pour tout u € E.

eM, 1(K)

fi

Z [Matgj(@)]

i—1 2,9

fi

%

Le terme de droite de (9) se calcule uniquement a l'aide de Mat, ;.

Ezercice 128. — Soit n € N*. Déterminer la matrice de 'application linéaire :
f K,[X] — K,[X]
P — P

dans les bases canoniques de K, [X] et K, [X].

Proposition 129. — Ona :
Mati(ga(u)) = Matgi(gp) x Mat,(u)

Démonstration. L’identité (9) :

24
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livre une autre information. Les cordonnées de ¢(u) dans la base f sont donc données par :

> o [Mates(p)f > Mates ()| @
=1 o =1 o
ij Matg,i(go) . Z Matgi((p) T
Maty(p(u)) = | =1 - = = 14 = Mate, f(p) x Mate(u).
>z |Mate ()| Mate f(¢)|  z;
. L Ip,j L Ip,j

<.
I
—

La derniére identité repose sur la définition du produit matriciel. Nous avons donc établi :

Mats(¢(u)) = Mat, ¢ (o) x Mat,(u) .

7.3. Composée d’applications linéaires versus produit de deux matrices

Lemme 130. — Soient n € N*, (el,...,e?) la base canonique de K™ et A € M, ,,(K). Alors :
[Al1.;
1| Al o ,
Ax(e]) = ) [j-iéme colonne de la matrice A
[A}p,j

Notation. — La lettre :
e [ désigne un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle ;
e [ désigne un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle ;

e (G désigne un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle;

o ¢=(e1,...,e,) désigne une base de F;
o f=(f1,..., fp) une base de F;
® g=1(g1,...,94) une base de G;

e  désigne une application linéaire de F dans F';

e ) une application linéaire de F' dans G.

Remarque 131. — Comme Mat, ;(p) € My, (K), Maty,(¢) € My,,(K), Mate 4(¢ 0 ) € M, (K), le produit matriciel
Maty 4(1)) x Mate r(¢) est bien défini et les matrices Mat, (1) 0 @) et Maty (1)) x Mate (¢) ont méme format (g, n).

Théoréme 132. — Mat, 4(1 0 ) = Maty 4(1) x Mat, f(¢)

Démonstration. Soit j € [1,n]. Calculons la j-ieme colonne de la matrice Maty 4(1) x Mat. #(¢), notée C;.

C; = Matig(w) x Mat,, () X (e ) [lemme 130]
= igw) x Mat,, ¢ (¢) x Mat, (e;) [car Mat, (e;) = (eﬁ;)T}
= i )

() x Maty (¢ (e5)) [proposition 129]
= Ma g( (wle))) |

Or par définition méme de Mat, 4(¢) o ), sa j-ietme colonne est formée des cordonnées de 1 (¢ (e;)) dans la base g, i.e. la
Jj-ieme colonne de Mat, (1) o @) est Maty (¢ (¢ (e5))).
Les matrices Mat, 4(1) 0 @) et Maty 4(1)) x Mate (¢) ont (méme format et) mémes colonnes. Elles sont donc égales, i.e. :

proposition 129]

Matg,g(w op) = Mati,g(w) X Matgi(go).
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7.4. Application linéaire canoniquement associée une matrice

Notation. — La lettre :
e n désigne un entier naturel non nul;
e p désignent un entier naturel non nul;

o A désigne une matrice de M, ,(K);

e B, = (e}” ceey eﬁ) désigne la base canonique de K", de sorte que B, := ((e}l)T ey (eZ)T> est la base canonique
de Mn,l(K) )
o B, = (ezlj, ceey eg) désigne la base canonique de K", de sorte que B, := ((e;)T ey (eg)T> est la base canonique
de Mp’l(K).
Proposition 133. — L’application linéaire canoniquement associée A est :

Mn,l(K) — MPJ(K)
wa X s AX .

L’application p 4 est bien linéaire et elle est caractérisée par :
Matgr g7 (pa) = A
L’application linéaire canoniquement associée a une matrice va nous permettre d’appliquer la théorie développée

pour les applications linéaires pour en déduire des propriétés portant sur les matrices. Un exemple en est donné
ci-dessous, cf. théoréeme 139.

7.5. Noyau et image d’une matrice

Définition 134. — Le noyau de A est par définition de noyau de 4, i.e. :
Ker(A) ={X e M,,1(K) : AX =0}.

Ker (A) est un sous-espace vectoriel de M, 1(K).

Remarque 135. — La détermination de Ker (A) conduit souvent & la résolution d’un systéme linéaire homogene dont A
est la matrice des coefficients.

Définition 136. — L’image de A est par définition limage de p 4, i.e. :
Im(A) ={AX : X e M,,1(K)}.
Im (A) est un sous-espace vectoriel de M, 1(K).

Définition 137. — Le rang de A est la dimension de Im (A), i.e. :

rg (A) = dim (Im (A4)) .

Proposition 138. — Notons C1,Cs,...,C, les colonnes de la matrices A. Alors Im(A) = Vect ({C1,Cs,...,CL}) et
donc :

rg (A) = dim (Vect ({C1,Cs,...,Cp})) .

p . T . 4. .
Démonstration. Comme B, := ((e}l) yees (eﬁ)T) est une famille génératrice de la source de @4 :

Im (A) := Im () = Vect ({W ((e;)T) oA ((eg)T) }) — Vect ({A (e)',....A (ez)T})

D’apres le lemme 130, Im (A4) = Vect ({C1,Cy,...,Cyh}). O
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7.6. Critere d’inversibilité d’une matrice via son noyau

Théoréme 139. — Nous supposons ici que n = p, i.e. que A est une matrice carrée. Alors

0
AeGL,(K) <= Ker(4) =

Démonstration.

= Supposons A € GL,(K). Clairement 0 € Ker (A).
Soit & présent X dans Ker (A4). Alors AX = 0. En multipliant chaque membre de cette identité & gauche par A~}
(qui existe par hypothése) nous obtenons X = 0.

<= Supposons a présent que {0} = Ker (A) := Ker (p4). Alors p4 € £ (M, 1(K)) est injective. Or un endomorphisme
d’un K-espace vectoriel de dimension finie qui est injectif est un automorphisme (conséquence du théoréme du
rang). Donc ¢ est un automorphisme de M,, ;(K). Nous pouvons donc considérer I'application linéaire ¢ ,*.
Posons B := Matpr pr (cp:\l).
Nous calculons :

AB = Matpr T (pa) x Matpr pr (¥2")

= MatBT

n o

51 (paopy')  [théoreme 132]

= Matgy g7 (ida, (k)

et de méme BA = I,,. Donc A € GL,(K).
O
7.7. Matrices de passage
Notation. — La lettre :
e [ désigne un K-espace vectoriel de dimension finie;
e ¢=(e1,...,6,) désigne une base de E;
o ¢/ = (e,...,el) désigne une base de E.
Définition 140. — La matrice de passage de la base e a la base €' est la matrice Pe_,er € M,,(K) dont la j-iéme colonne
est formée des cordonnées de e;- dans la base e pour tout j € [1,n].
Schématiquement, nous avons la description suivante de P,_,¢r.
€ € €n
* * * /e1
P = * * * /e
* * . * /en
On a lidentité fondamentale suivante :
Pgﬁg/ = Matg/,g (ldE) .
Proposition 141. — La matrice Pe_,o est inversible et :
-1
<P§—>§’) = Pese.
Démonstration. Nous pouvons aussi considérer la matrice de passage « dans l'autre sens » :
Pg/—>g = Matgg/ (ldE)
Le théoreme 132 nous livre :
PglﬁE X Pgﬁgl = Matg’gz (ldE) X Matgr,g (1dE) = Matg/&/ (ldE OidE) = Matgl’g/ (ldE) = In
De méme P._,or X Por—ye = I,. Nous en déduisons que P._,./ est inversible et que (Pg_@,) o Po,e. O
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7.8. Changement de base pour les vecteurs

Notation. — La lettre :

e F désigne un K-espace vectoriel de dimension finie ;

e ¢=(e1,...,6,) désigne une base de F;
o ¢/ = (e,...,e.,) désigne une base de E.
Proposition 142. — Soient u € E. Alors :

Matg(u) = P._.er X Mates (u)

Démonstration. Grace a la proposision 129 :

P. e x Mates (u) = Mat, . (idg) x Mates (u) = Mat, (idg(u)) = Mat, (u)

7.9. Changement de base pour les applications linéaires

Notation. — La lettre :
e F désigne un K-espace vectoriel de dimension finie ;

e [ désigne un K-espace vectoriel de dimension finie ;

e ¢=(e1,...,6,) désigne une base de F;

o ¢/ =(€),...,e]) désigne une base de F;

o f=(f1,...,[p) désigne une base de F';

o f'=(fi,.--,¢e,) désigne une base de F;

e o désigne une application linéaire de F dans F'.
Théoréme 143. — Nous disposons de l’identité :

-1
Matg’i(g@)zpiﬂf X Matgl’f(go) X (Pgﬁg/)

qui s’écrit également :

Matgvi(go) = Matf/,f (1dF) X Matg/yf/(go) X Matgg/ (ldE)

Démonstration. En appliquant la proposition 142 deux fois, il vient :

MPI-MPI* 2425

Maty: r (idp) X Mater, p(¢) x Mate o (idp) = Mate 5 (idr op 0 idg) = Mate f ().

Exercice 144. — Soit la matrice :

et soit ¢4 ’endomorphisme canonique de R3 associé.
1. Déterminer tous les A € R tels que Ker (o4 — Aidrs) # {0}.

2. Soient A1 < Ao < A3 les réels trouvés a la question précédente. Démontrer
R3 = Ker (pa — Midrs) @ Ker (o4 — Moidgs) ® Ker (94 — Azidgs) .

3. Ecrire la matrice D de ¢4 dans une base adaptée a la décomposition précédente de R3.

4. Quel lien existe-t-il entre A et D7
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8. Matrices

8.1. Produit matriciel

Notation. — Les lettres n,p, ¢, r désignent des entiers naturels non nuls.

Définition 145. — Soient A = (ai,j) € Mnﬁn(K) et B = (b77]) S Mqﬂ«(K)
1. Le produit matriciel de A par B est défini si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B, i.e. si
p=q
2. Si le produit matriciel de A par B est défini (donc si p = q), alors le produit matriciel de A par B, noté AB, est
une matrice de format n X r.

3. Si le produit matriciel de A par B est défini (donc si p = q), alors le coefficient d’adresse (i,7) de AB est

p
E Qi kbk,j = @inbi; + ai2ba; + aisbsj + ...+ aipbp ;.
k=1

pour tout (i,7) € [1,n] x [1,r]. Autrement dit, nous avons les identités suivantes.

(a) AB = (Z ai,kbk’j>
k=1

1<i<n
1<j<r
P
(b) V(i,j) € [[17n]] X [[17T]]7 [AB]ij = Z [A]i,k X [B]k,j
k=1
Théoréme 146. — Le produit matriciel posséde les propriétés suivantes.

1. Associativité
V(A,B,C) e M, ,(K) x M (K) x My (K) (AB)C = A(BC)
Les parenthéses n’influant pas sur le résultat, on note plus simplement ABC' la matrice (AB)C = A(BC).
2. Distributivité a gauche

V(A,B) € M, ,(K)* VCeM,,K) (A+B)C = AC+ BC
3. Distributivité a droite

VAeM,,(K), VY(BC)eM,,K? AB+C)=AB+ AC
4. Commutativité de la multiplication et de la mutliplication par un scalaire

VAE M, (K) VBeM, (K) YVAcK (A A)B=A\ B)=\-(AB)

Ezercice 147. — Soit (Eij),, j, la base canonique de My, (K). Soit (i,j, k, /) € [1,n]*.

B

1. Démontrer :
Eij By =01 Eiy
en utilisant uniquement la définition du produit matriciel.

2. Retrouver le résultat de la question 1, en introduisant les endomorphismes canoniquement associés aux matrices
Eiyj et Eq.

8.2. Matrices carrées

Notation. — La lettre n désigne un entier naturel non nul.

Définition 148. — On note I,, la matrice de M, (K), appelée matrice identité, dont tous les coefficients sont nuls, sauf
ses coefficients diagonaux, tous égaux d 1. En d’autres termes

|1 sii=j
i =10 ity

pour tout (i,5) € [1,n]>.

Proposition 149. —
VAeM,(K), AL, =A et IbLA=A

Théoréme 150. — (M, (K),+, x,.) est une K-algébre, i.e. :
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1. Mu(K),+, ) est un K-espace vectoriel.
2. Mn(K),+, x) est un anneau.
3. VAE My, (K) YVBE M, (K) YAeK (A-A)B=A\-B)=\-(AB)

Définition 151. — Soit A € M, (K). Si s € N, alors on définit A® par :

I, sts=20
Af = .
AXAXAX...xA sis>1
s fois
Théoréme 152. — Soient A et B deux matrices de M,,(K) qui commutent, i.e. telles que AB = BA. Alors pour tout
seN, ona
L (s °\ (s
A B)® = Ak Bs—k _ As—k Bk
enr=3 () > (})

k=0 k=0

Théoréme 153. — Soient A et B deux matrices de M,,(K) qui commutent, i.e. telles que AB = BA. Alors pour tout
seN* ona

s—1
A*—B*=(A-B) Y Akp1-h
k=0
Remarque 154. — Les deux formules sommatoires des théorémes 152 et 153 sont valables dans tout anneau, pour deux

éléments qui commutent.
8.3. Matrices carrées inversibles

Notation. — La lettre n désigne un entier naturel non nul.

Définition 155. — Soit A € M, (K). La matrice A est dite inversible s’il existe B € M, (K) tel que
AB=1,=BA
L’ensemble des matrices inversibles de My, (K) est noté GL,,(K).

Théoréme 156. — Si A € M, (K) est inversible, alors la matrice B € M,,(K) vérifiant AB = I,, = BA est unique.
On la nomme matrice inverse de A et on la note A=1.

Remarque 157. — Si A € M,,(K) est inversible alors il découle de la définition de la matrice inverse A~! de A :

AA =1,=A""1 A

Théoréme 158. —

1. Pour tout (A, B) € GL,(K)?, AB € GL,(K) et (AB)~! = B~Y A= En particulier, la multiplication sur M,,(K)
induit une loi de composition interne (notée également x ) sur GL,(K).

2. (GL,(K), x) est un groupe dont le neutre est I,.

-1

Remarque 159. — I,7' = I, et, pour tout A € GL,(K), (471) "~ = A.

Théoréme 160. — Soit A € M, (K).
1. Sl existe B € M,,(K) telle que AB = I,,, alors A est inversible et A~ = B.
2. S’il existe B € My, (K) telle que BA = 1I,,, alors A est inversible et A~1 = B.

Ezercice 161. — Soient A € M, (K) et E un K-espace de dimension n, muni d’une base e = (ey,...,e,). Démontrer
que A € GL, (K) si et seulement s'il existe une base €/ = (ef,...,e},) de E telle que : A = P._,.

rn

@ Une démonstration du théoreme 160 doit étre connue.
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8.4. Trace d’une matrice carrée

Notation. — La lettre n désigne un entier naturel non nul.

Définition 162. — Soit A € M, (K). La trace de A est le scalaire

i.e. tr (A) est la somme des coefficients diagonauz de A.

Théoréme 163. —

1. Linéarité
v ()\1, /\2) S K? v (Al, Ag) S M7L(K)2 tr (/\1.A1 + )\2.A2) =)\ tI‘(A1) + Ao tI‘(Ag)

2. Trace d’un produit
VAe M,(K) VBe M,(K) tr(AB)=tr(BA)

Si A, B, C sont des matrices de M,,(K), alors 'identité tr (ABC') = tr (BAC) n’est pas nécessairement vraie.

@ En effet :
tr (E171E1,2E271) =1 7£ 0=tr (E172E1_’1E271)
Proposition 164. — Deuz matrices semblables dans M,,(K) ont méme trace.
Proposition 165. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f € L (E). Le scalaire

tr (f) := tr Matp(f))

est indépendant de la base B de E. On le nomme trace de f.

Ezercice 166. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et p un projecteur de E. Démontrer que tr (p) = rg (p).
8.5. Transposée d’une matrice

Notation. — Les lettres n et p désignent des entiers naturels non nuls.

Définition 167. — Soient A = (ai ;)i j)e[1.n]x[1.p] € Mnp(K). La matrice transposée de A est la matrice, notée AT,
de format (p,n), da coefficients dans K, définie par :

AT = (agk) gk 0en plx[1,0]
En d’autres termes :

(k0 € [Lpl x [Ln]  [AT],, =[],

Théoréme 168. —

1. Caractére involutif

VAEM,,(K) (AT) =4

2. Linéarité
V(AL Ag) € K2V (A1, Ay) € My p(K)2 (M- Ap+ Ao Ag)T =M - A + Xy A]

3. Transposition et produit
VAeM,,(K) YVBeM,,K) (AB)T =B" x AT

4. Transposition, inversibilité et inverse éventuelle

-1

VA€ GL,(K) AT €GL,(K) et (A7) =Y’
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8.6. Rang d’une matrice et matrices J, ,(r)

Notation. —
e [ désigne un K-espace vectoriel de dimension finie p € N*.
e F' désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.

e L’entier r désigne un entier naturel.

Lemme 169. — Soient E et F des K-espaces vectoriels de dimension finie. Soit ¢ € L(E,F).
1. Si ) est un automorphisme de E, alors rg (v o) =rg (p).
2. Sitp est un automorphisme de F, alors rg (1 o p) =rg (p).

Lemme 170. — Soit E et F' des K-espaces vectoriels de dimension finie, de dimensions respectives p et n. Soit
w € L(E,F). Pour tout r € [1,min(n,p)], on note J,, ,(r) la matrice de format n x p décrite par blocs comme suit.

natr= (10 ).

Il existe une base e de E et une base f de I telle que

Mat(p, e, ) = Jnp (rg () -
En particulier, rg (p) < min(n,p).
Théoréme 171. — Soit A € M,, ,(K). Soit r € N.

rg(A)=r <= 3(P,Q) e GL,(K)x GL,(K) A=P J,,(r) Q.

Théoréme 172. —
1. Pour tout A € M, ,(K), rg(4) < n et rg(A4) < p.
2. Pour tout A € M, ,(K), rg (A) =rg (AT).
3. Pour tout A € M, (K), A est inversible si et seulement si rg(A) = n.

rg (A
rg (A

9. Hyperplans et formes linéaires

Notation. — La lettre E désigne un K-espace vectoriel non réduit & {Og}.
Définition 173. — Un hyperplan de E est le noyau d’une forme linéaire non nulle sur E.

Proposition 174. — Soit H un hyperplan de E.

Yue E\H H @ Vect (u) = E.

@ Une démonstration du théoréme 174 doit étre connue.

Proposition 175. — Un sous-espace vectoriel de E est un hyperplan si et seulement s’il admet un supplémentaire qui
est une droite.

Démonstration. Le sens direct est donné par la proposition 174. Etablissons le sens réciproque.
Soit H un sous-espace vectoriel de E qui possede une droite pour supplémentaire. Considérons une droite vectorielle D
telle que H @& D = E et un vecteur u non nul de D. Alors I'application :

K — D
A = Au

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels. Si p est la projection de E sur D parallelement & H alors :

E — K

L I N (1C2)

DAVID BLOTTIERE 32 VERSION DU 8 OCTOBRE 2024



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

est une application bien définie, qui est une forme linéaire sur E de noyau H. O

Exercice 176. — formes linéaires non nulles ayant méme noyau Soient ¢ et 1 deux formes linéaires non nulles sur F telles
que Ker (¢) = Ker (1). Démontrer :
FJAeK*, =X\ o

Proposition 177. — Si l’espace vectoriel E est de dimension finie n > 1, alors un sous-espace vectoriel H de E est un
hyperplan si et seulement si :
dim(H)=n—1.

Ezercice 178. — Soient un entier n > 2, F' un sous-espace vectoriel strict de R™ et p := dim (F'). Démontrer qu’il existe
des hyperplans Hy, ..., H,_, de R" tels que :
n—p
F= () H.
k=1
Exercice 179. — Soit F le sous-espace vectoriel de R* défini par :

F = Vect ((1,1,1,1),(1,2,3,4)).
Déterminer un systéme linéaire (S) d’inconnue (z,y, z,t) € R* donc F est 'ensemble solution.
Ezercice 180. — Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base ¢ = (ey, ..., e,). Pour tout ¢ € [1,n], notons e} 'unique

forme linéaire sur E définie par :
Viel,n] eile)=20i;

Démontrer que e* = (e}, ...,e%) est une base de E* := L (E,K) et calculer, pour tout « € E, la somme :
n
Ze’[(x) €;
i=1

10. Déterminant

10.1. Formes n-linéaires alternées

Notation. — Dans toute cette partie, ¥ désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.
Définition 181. — Une application
fiE" — K
est dite n-linéaire antisymétrique si elle vérifie les deux conditions suivantes.
1. Caractére n-linéaire. Pour touti € [1,n], pour tout (w1, ..., Ti1,Ti, Yi, Tit1,-- -, Tn) € E"TL pour tout (A, ) € K?
f (1‘1, ey i1, A- x; + M YiyLit1y - ,SL’n) = )\f (371, ey Ly, Tqy Lj4 1y e - - ,S(}n)—l—p,-f (.’171, ey Li—15Yiy Ti41y - - - ,S(}n)

2. Caractére antisymétrique. Pour tout (z1,...,z,) € E™, pour tout (i,7) € [1,n]? tel que i # j

f(ml,...,xi_l,xi,xi+1,...,xj_l,xj,xj_,_l,...,asn) = _f(xla"')xi—17xj)mi+l7"')xj—l7mi7mj+1a"-axn)
Notation. — Soient (z1,z2,...,z,) € E™ et 0 € S,,. On pose :
Ty 1= (xo(l)a Lo(2)y- -+ axa(n))

. ; 2 . —
de sorte que, si (01,02) € Sy alors To 00, = (Toy )y, -

Proposition 182. — Soit f: E™ —— K une application n-linéaire antisymétrique sur E.
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1. Annulation sur une famille avec deuz vecteurs identiques ou caractére alterné. Pour tout (i,7) € [1,n] tel que i < j,

pour tout (T1,...,Tiy ..., Tj1,Tji1,...,Tpn) € BT
FT1, e i1, Ty Tig 1y o Bjm15 iy Tjp1s - - -5 L) =0
2. Annulation sur une famille liée. Pour tout (x1,Za,...,2T,) € E™
(x1,22,...,2,) est liéke = f(x1,29,...,2,) =0
3. Effet d’une permutation. Pour tout (x1,xa,...,2,) € E™, pour tout o € S,

f(xo) = [(To1), To(@)s - s Ton)) = €(0) - f(T1,22,. .., 70)

Ezemple 183. — L’application

MQJ(R) X Mz’l(R) — R
/ T T2
— -y T
y1 ) \ye 1Y2 — Y1 X2
est 2-linéaire alternée.
Ezercice 184. — Soient B = (e1,ea,...,e,) une base de E, f: E" —— K une application n-linéaire alternée et

(1,...,2n) € E™. On pose, pour tout j € [1,n] :

T
Matg(.%'j) = (1‘17]', L2 5y~ - ,a:mj)

Démontrer que :

flz1,22,...,2n) = <Z H Matg(zy)] (k)> fler,ea,...,en)
k=1

og€eS.

Remarque 185. — L’ensemble des formes n linéaires alternées sur E est noté /\ E, ie.

/\E = {f c KE" . f est n linéaire alternée} c KE"

n

L’ensemble /\ E est un sous-espace vectoriel de K" et est donc muni d’une structure naturelle de K-espace vectoriel.
10.2. Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base
Notation. — Dans toute cette partie, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

Théoréme 186. — Soit B = (e, e, ...,e,) une base de E. Il existe une unique application :

detg: B —— K

qui est n-linéaire alternée et telle que detp(ey,ea,...,e,) = 1. De plus :
n
V(x1,...,2,) € E" detg(x1,22,...,2,) = Z H Matg(zy)] o (k)
ocES, k=1
Théoréme 187. — Soient B = (e, ea,...,e,) une base de E et f: E™ —— K une forme n-linéaire alternée sur E.
Alors
V(x1,22,...,2n) € E™  f(x1,29,...,20) = f(e1,€0,...,e,) detp(z1,22,...,2,)

donc f est proportionnelle a detg.

n
Remarque 188. — D’apres les théoremes 186 et 187, /\ FE est une droite vectorielle. Chaque choix de base B de E produit
une forme detg, qui en est un vecteur directeur.
Corollaire 189. — Soient B = (e1,e2,...,¢en) et C = (f1, fo,..., fn) deux bases de E. Alors
1. V(21,29,...,2,) € E™ dete(z1,22,...,2T,) = dete(B) detp(z1,xa,...,2,)
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2. Les scalaires detc(B) et detp(C) sont non nuls et inverses 'un de l'autre.

Proposition 190. — Soient B = (e1,ea,...,¢e,) une base de E et (x1,...,x,) € E™. Alors
(x1,...,2n) est une base de E <= detg(x1,...,2,) #0
Ezercice 191. — Déterminer les réels A tels que la famille :

B:=(u=M\1,1,1), ug=(1,\1,1), us=(1,1,\1), ug = (1,1,1, 1))
est une base de R*.
10.3. Déterminant d’un endomorphisme

Notation. — Dans toute cette partie, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

Lemme 192. — Soient B = (e1,€a,...,¢en), C = (f1, fo, ..., fn) deuz bases de E et u un automorphisme de E. On pose
u(B) := (uler),ulez),...,ulen)) et w(C):= (u(f1),u(f2),...,ulfn)) [bases de E]

1. dety, gy (u(C)) = dets(C)
2. detp(u(B)) = dete(u(C))

Définition 193. — Soit u € L(E). Le déterminant de u est défint par
det(u) := detp(u(er), u(es), ..., ulen)) [scalaire indépendant du choiz de la base B]
ot B = (e1,ea,...,e,) est une base de E.

Remarque 194. — Nous observons que det(idg) = 1.

Proposition 195. — Soit u € L(E). Alors

u est un automorphisme de E <= det(u) #0

Théoréme 196. — Soient (u,v) € L (E)>. Alors

det(v o u) = det(v) - det(u)

Corollaire 197. — Soit u un automorphisme de E. Alors

det(u) #0 et det(u™") = det(u)™"
Ezercice 198. — Soit s une symétrie vectorielle de E. Calculer det(s).
10.4. Déterminant d’une matrice carrée

Notation. — On note By la base canonique de M,, 1(K) et, pour tout A € M,,(K) et (,7) € [1,n], on note A; o désigne
la i-ieme ligne de A et A, ; la j-ieme colonne de A, i.e.

[A]I,J
. [Al2,;
Ai’. = ([A]’i,17 [A]i’g, ey [A}z,n) c K et A.’j = . € Mn’l(K)
[Alnj
Définition 199. — L’application
det A — det(A) = detp, (A.,l,A.,2, S ;A.,n) = Z 5(0') ’ H[A]k,a(k)
gESy k=1

est l'unique application
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1. linéaire par rapport a chacune des colonnes
2. alternée par rapport aux colonnes (I’échange de deux colonnes a pour effet de multiplier le déterminant par —1)
3. walant 1 sur la matrice I,.

Remarque 200. — Le déterminant de A € M, (K) est une expression polynomiale en les coefficients de la matrice A.
Ezercice 201. — Calculer les déterminants des matrices suivantes.
2 0 0 1 1 3 1 2 5
A=1(0 3 0 B=1|1 0 2 c=13 4 1
0 0 4 0 1 1 2 2 —4

Proposition 202. — Soit A € M, (K). On note :

— n,
P X —  AX
Uapplication linaire canoniquement associée. Alors :

det(A) = det(pa)

Proposition 203. — Pour tout (A, B) € M,,(K)? :
det(AB) = det(A) - det(B)
et, pour tout (A, A) € K x M, (K) :
det(A- A) = A" - det(A)
Théoréme 204. — Pour tout A € M, (K) :
ACGL,(K) <= det(A)#0

Théoréme 205. — Pour tout A € M, (K) :
det(A) = det (A7)
Corollaire 206. — L’application :
det: M, (K) — K

est :

1. linéaire par rapport a chacune des lignes

2. alternée par rapport aux lignes (I’échange de deux lignes a pour effet de multiplier le déterminant par —1)
10.5. Calculs de déterminants de matrices a I’aide d’opérations élémentaires

Théoréme 207. — Soit A € M, (R).
1. Transposition. Soit (i,7) € [1,n]? tel que i # j. Alors

det(A) = —1-det(A [C; < Cj]) et det(A)=—1-det(A [L; <> L;])
2. Dilatation. Soienti € [1,n] et A € K*. Alors
1 1
det(A) = X ~det(A [C;+ A-Ci]) et det(A) = X det(A [L; + X-Lj])

3. Transvection. Soient (i,7) € [1,n]?* tel que i # j et A € K. Alors
det(A) =det(A [C; « C;+X-C;]) et det(A) =det(A [L; + Lj+X-L;])

1 2 3
FExercice 208. — Calculer le déterminant de la matrice A= |7 &8 9
2 4
Ezercice 209. — Exprimer le déterminant de la matrice
1 0 1 2
1 2 3 1
A:= 2 -1 2 0
1 2 -3 3

en fonction du déterminant d’une matrice triangulaire supérieure, avec des coefficients diagonaux tous égaux a 1.
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10.6. Calculs de déterminants de matrices par développement

Définition 210. — Soient A € M,,(K) et (i,75) € [1,n]>.
1. La matrice A; ; € Mp_1(K) est la matrice obtenue en supprimant la i-éme ligne et la j-iéme colonne de A.

2. Le mineur de A associé au couple (i,7) est :
det(Ai’j)

3. Le cofacteur de A associé au couple (i,7) est :

Ci,j = (—1)i+j . det(Am-)

Lemme 211. — Soient By = (X1,...,X,) la base canonique de My, 1(K) et A € M, (K).
1. det (A.J, Ceegane 7A¢,n—13 X”) = det (Amn)
2. Pour tout (i,j) € [1,n]? :

det (A.’l, ey A.’jfl, Xz'7 A.’j+1, ey A.’n) = (—1)i+j det(Ai,j)

Théoréme 212. — Soient A € M, (K).
1. Pour touti € [1,n] :

n

det(A) = Z(—l)“‘j [A]; ; det(A; ;) [développement suivant la i-iéme ligne de A
j=1

2. Pour tout j € [1,n] :

n

det(A) = Z(fl)i“ [A]; ; det(A4; ;) [développement suivant la j-iéme colonne de A]

i=1
1 2 3
FExercice 213. — Calculer le déterminant de A= |3 2 1
2 3 1

10.7. Déterminant d’une matrice triangulaire

Proposition 214. — Soit A € M, (K). Si A est triangulaire (inférieure ou supérieure), alors :

det(A) = H[A]kk [produit des éléments diagonaual
k=1

10.8. Déterminant de Vandermonde

Théoréme 215. — Soient (ay, az,...,a,) € K™ On pose :
1 1 1 o 1
a1 (o)) asg . (a7
a? a3 a? a? .
Viag, ag,... 0p) = 1 2 3 o n € M, (K) [matrice de Vandermonde]
al_l g—l ag—l Oéfiil
Alors :
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10.9. Comatrice
Définition 216. — Soit A € M, (K). La comatrice de A, notée Com(A), est la matrice de M, (K) définie par :

V(i,5) € [1,n]?* [Com(A)];; = Cij = (=1)"" - det(4, ;)

Théoréme 217. — Pour tout A € M, (K) :

A x Com(A)" = Com(A)" x A =det(A)-I,

Théoréme 218. — Si A € GL,(K) alors :

ATl = -Com(A)"
der(a) " Com)
1 2 3
Ezercice 219. — Justifier que la matrice A= [ 3 2 1] est inversible et calculer son inverse.
2 3 1
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