LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

TD — Fonctions vectorielles

Exercice de la banque CCINP n°3. —

1.

3.

On pose

g:xr—e*® et h:xr——
1+z

Calculer, pour tout entier naturel k, la dérivée d’ordre k des fonctions g et h sur leurs ensembles de définitions

respectifs.

On pose
621

frxr—

1+

En utilisant la formule de Leibniz concernant la dérivée n®™¢ d’un produit de fonctions, déterminer, pour tout entier
naturel n et pour tout x € R\ {—1}, la valeur de f)(x).

Démontrer, dans le cas général, la formule de Leibniz, utilisée dans la question précédente.

Exercice de la banque CCINP n°74 (tronqué). —

1 0 2
On considére la matrice A= |0 1 0. Déterminer les valeurs propres de A puis une base de vecteurs propres
2 01
aSSOCi€s.
' =x+22
On considére le systéme différentiel { y' =y , Ty, z désignant trois fonctions de la variable t, dérivables
Z=2r+z

sur R. En utilisant la question 1. et en le justifiant, résoudre ce systéme.

1 3

Exercice de la banque CCINP n°75. — On consideére la matrice A = (_1 _4).

1.
2.

Démontrer que A n’est pas diagonalisable.

On note f l’endomorphisme de R? canoniquement associé a A. Trouver une base (vi,vs) de R? dans laquelle la

matrice de [ est de la forme <g

I;) On donnera explicitement les valeurs de a, b et c.

' =—x—4y

En déduire la résolution du systéme différentiel { Y =12+3y

Exercice 1 *¥¢¥c — Soient n € N et

O, 11(R) = {A € Mops1(R) : AT A=Ipp11}

On considére une application M : R —— Mo, +1(R) dérivable sur R vérifiant

VteR M(t) € Oz,+1(R)

Démontrer que, pour tout t € R, la matrice M'(t) n'est pas inversible.

cheminDerivableDansGroupeOrthogonalFormatImpair [indication(s)]

Exercice 2 k¥¥c — Soient I un intervalle de R, (E,( -, -)) un espace euclidien et f: I —— FE une application
dérivable, qui ne s’annule pas sur I. Démontrer que l’application

I — R
Tt — lf@l

est dérivable sur I, puis exprimer, pour tout t € I, ¢'(t) en fonction de f(t) et de f'(t).

derivabiliteDeriveeNormeFonctionDerivableSansAnnulation [indication(s)]
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Exercice 3 ki — Pour tout (n,x) € N* X R, on pose

x 1 0 ... 0
z2/2! x 1
Dy (x) := det 2330 22/2 x 0 [déterminant d’une matrice de M, (R)]
: . .1
/! . L 2220
Calculer D, (x), pour (n,z) € N* x R.
calculDeterminantAvecDerivation [indication(s)]
Exercice 4 kvvv — Soient E un R-espace vectoriel normé de dimension finie, F' un sous-espace vectoriel de E, a,b
des réels tels que a < b et f: [a,b] —— E une fonction continue par morceauz. Démontrer que

(Vielab ft)eF) —> /bf(t)dteF

integraleFonctionValeursSousEspaceVectoriel [indication(s)]

Exercice 5 %y —  Soient a,b des réels tels que a < b, (E,|| - ||) un R-espace vectoriel normé de dimension finie et
f € C(la,b], E) telle que f(a) = 0g. Démontrer que

\ /:m N

majorationNormeIntegraleFonctionClAnnulationBorneInferieure

<O @l
z€[a,b]

b—a)?
2

[indication(s)]

Exercice 6 %%+ — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et f: [0,1] —— E une fonction nulle en 0 et

dérivable en 0 a droite. Démontrer que
- k 1
> 1 (%) e 3 140)
k=1

n—-+4oo 2

sommeConvergeantNombreDeriveeDroite0

[indication(s)]
Exercice 7 %% — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’une norme || - || et f: [0,1] —— E
une application de classe C? telle
FO)=f0)=f1) =0 et |IfQ)|l=1
Démontrer que
sup || f"(t)]| > 4.
tef0,1]
minorationNormeInfinieDeriveeSecondeContraintesExtremites [indication(s)]
Exercice 8 %% — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et f: R —— FE une fonction dérivable en 0
telle que
VeeR f(2x)=2f(x)
Démontrer que f est linéaire.
fonctionDerivableZeroDeuxHomogene [indication(s)]
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Exercice 9 xkx*x — FEtudier la limite éventuelle de

N (k\ . [k = ,2< 1 )
Uy = sin| — | sin| — et Uy 1= sin
2o () o () 2\

lorsque n tend vers 400.

sommeSinusInegaliteTaylorLagrangeSommesRiemann [indication(s)]

Exercice 10 x%% — Soient a,b des réels tels que a < b, (E,{ -, -)) un espace euclidien et f € C°([a,b], E) une
application non identiquement nulle. On suppose que

b b
|/f(t) at :/ £ty dt

b
et on note u le vecteur normalisé de / F(t) dt. Comme E = Vect (u) & Vect (u)™"

Viela,b] Ia(t),v(t) € R x Vect (u)"  f(t) = a(t) - u+ v(t)
1. Démontrer que les applications o et v sont continues sur [a,b].

b
2. Démontrer que le vecteur / v(t) dt est orthogonal a u.
a

b b
3. Démontrer que/ a(t) dt =/ [ f(t) ] dt.

4. Démontrer que, pour tout t € [a,b], a(t) < || f(¢)]].
5. En déduire que, pour tout t € [a,b], f(t) =|| f(t)]] - u.

normeIntegraleEgaleIntegraleNorme [indication(s)]
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cheminDerivableDansGroupeOrthogonalFormatImpair [énoncé]

Indication(s) pour l’exercice 1

(a) Démontrer que la fonction

R — M2n+1(R)
t — M) M)

est dérivable.

(b) Dériver la fonction f pour en déduire que
VteR M'(t)T M(t)=—M(t)" M'(t)

o Vte R det (M'(t)) = —det (M'(t))

DAVID BLOTTIERE 4 VERSION DU 20 DECEMBRE 2024



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

derivabiliteDeriveeNormeFonctionDerivableSansAnnulation [énoncé]

Indication(s) pour l’exercice 2

e Justifier que la fonction
R

—
— (f(), f(t)
est dérivable sur I, puis calculer, pour tout t € I, h'(¢) en fonction de f(t) et de f'(¢).

I
h t
e Comme

— la fonction h est dérivable sur I et prend ses valeurs dans R (a justifier) ;
— la fonction /- est dérivable sur R*

la fonction g = /- oh est dérivable sur I et on dispose d’une formule pour la composée de deux fonctions dérivables
de la variable réelle.
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calculDeterminantAvecDerivation [énoncé]

Indication(s) pour ’exercice 3

(a) Pour tout n € N*, justifier que la fonction

R — R
x 1 0 0
22 /2! x 1 :
D, )
z +—> det 23/30 22/20 2 0
: . . 1
/! . o 2?20

est dérivable sur R.

(b) Démontrer que
V(n,2) e N*xR D) () =Dp(z) et Dpi1(0) =
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integraleFonctionValeursSousEspaceVectoriel [énoncé]

Indication(s) pour l’exercice 4

(a) Justifier que

n—1
VneN* SI(f) ::b;a~2f<a+kb_a> eF

n
k=0

(b) Quelle propriété topologique remarquable posséde un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un R-espace vectoriel
normé ?
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majorationNormeIntegraleFonctionClAnnulationBorneInferieure [énoncé]

Indication(s) pour l’exercice 5

(a) Justifier que le nombre réel
1 Moo a5y = Sl[lpb]Hf/(x)H

xe
est bien défini.

(b) Justifier que la fonction
[a,b]

— E
Floe = /f(t)dt

est de classe C2. On peut alors lui appliquer une des inégalités de Taylor-Lagrange pour majorer || F(b) — F(a)||.
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sommeConvergeantNombreDeriveeDroite0 [énoncé]

Indication(s) pour ’exercice 6

(a) Construire une fonction ¢ € RI%! telle que
o s(z) —— 0
z—0t
e pour tout = € [0,1], f(z) = f,(0)z + ze(x)
(b) Démontrer que
= k 1 1 1 < k
v N* 7 _ - ! _ / . k o
neN 3 or () -0 = g i+ iy ke ()

(¢) Fixer n > 0 et justifier, avec soin, que

k
IN; eN* Vn>= N, Vke][l,n] 5<n2>’<77
puis que
1

(d) En déduire que

INeN* Vn>N <37

kz;:f (%) - 340
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minorationNormeInfinieDeriveeSecondeContraintesExtremites [énoncé]

Indication(s) pour I’exercice 7

(a) Justifier que sup,¢p 1) || f”(z) || est bien défini.

(b) En appliquant deux fois la formule de Taylor avec reste sous forme intégrale, démontrer que

1 0
) = / (L—t) f"() dt et 0=f(1)+ / (—t) - 1"(t) dt
(c) Déduire de (b) que

1
2|l < </O 121 dt) sup || f"(t) |

t€(0,1]
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fonctionDerivableZeroDeuxHomogene [énoncé]

Indication(s) pour I’exercice 8

(a) Démontrer que
VeeR VneN f(2"x)=2"f(z)

puis
T 1
VzeR VYneN f(an) = 5 [(@)

(b) En déduire que f(0) = 0.
(c) Fixer un réel x # 0. Démontrer que la suite (u,)nen définie par
f (%)

Y
n

VneN wu, =

est constante et qu’elle converge vers f'(0).
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sommeSinusInegaliteTaylorLagrangeSommesRiemann [énoncé]

Indication(s) pour I’exercice 9

1. Etude du comportement asymptotique de la suite de terme général w,,.

(a) Justifier que
3
VreRy |sin(z) — 2| < —

(b) En déduire que

kN B o (kY (k) . (k\ k
_I;SIH(n>nQ:’;SID(n> Sln(77,2>_ZSln(n>712—>yL_>+ooO

~. (K k Lo
E sin(— | - ——— [ zsin(z) dz
1 n n n—+oo 0

(c) Justifier alors que

puis calculer I'intégrale.
2. Etude du comportement asymptotique de la suite de terme général v,,.

(a) Déduire de 'inégalité 1.(a) que

4
Ve Ry ’sinz(:c) fxz‘ < %

(b) En déduire que

n

1
Zk+n z::SH <Vk+n>_k k+n notoo 0

=1

(¢) Justifier alors que

n
—— In(2
kz::k+n n—-+o0o n( )
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normelntegraleEgaleIntegraleNorme [énoncé]

Indication(s) pour I’exercice 10

1. Introduire

e p la projection orthogonale de E sur Vect (u);

e ¢ = p —idg la projection orthogonale de E sur Vect (u)l ;
e l'isomorphisme
R — Vect(u)
A Au

justifier la continuité des applications p, q,i !, puis exprimer les fonctions o, v & I’aide des applications f,p,q,i7!.

. (b—a) — b—a B
VneN < - kZ:OU a+k - ,u ) =0

E — R
x — (xz,u)

2. Justifier que

puis que ’application

est continue.

3. Observer que

4. Appliquer le théoréme de Pythagore, en remarquant que ||u || = 1.
5. (a) D’apres Q3 et Q4

b b b b
/af(t) dt ~u:/a £(t) dt(/a aoft) dt)«qu/au(t) dt

€Vect(u) €Vect(u) €Vect(u)*

b
/ ()] - at) dt =0
a “/_'20

(b) En déduire
Viela,b] a)=|f@)]

(c) D’apres le théoreme de Pythagore
2 2 2
Viela,b] |[f@)" =a®)” +|lv@)]|

(d) Déduire de (b) et (c) le résultat demandé.
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