LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

TD — Espaces vectoriels normés 3

Notation. — La lettre K désigne le corps R ou C.

1
Exercice 1 %% — Notons E = C%([0, 1], R). Pour tout f € E, notons Noo (f) = sup |f(z)| et N1(f) = / |f(z)| d.
z€[0,1] 0

1. Démontrer succintement que No, et N1 sont des normes sur E.
2. Démontrer qu’il existe un réel k > 0 tel, que pour tout f € E, N1(f) <k Noo(f)-
3. Démontrer que tout ouvert pour la norme Ny est un ouvert pour la norme N .

4. Démontrer que les normes No, et N1 ne sont pas équivalentes.

comparaisonNormesEspaceFonctions [indication(s)]

Exercice 2 kv — Munissons E = R[X] des normes || - || et || - ||, définies, pour tout polynome P € R[X] par

P =max | [P et Pl = sup |P(z
1Pl = mas | [Pl 1Pl = sup [P()

!

oo Sont des normes.

1. Démontrer que || - || et|] - ||
2. Sont-elles équivalentes ?

3. Soit n € N. Démontrer que les normes induites sur R, [X] par || - || et || - ||, sont équivalentes.

oo

comparaisonNormesEspacePolynomesl [indication(s)]

Exercice 3 %%+ — Munissons E = R[X] des normes || - || et || - ||| définies, pour tout P € R[X], par

o0
1
/ /
| Plloe = sup [P(z)] et [|P]] :/ |P(z)| dz
z€[0,1] 0
1. Vérifier que || - ||} est bien une norme sur R[X].
2. Les normes || - || et || - || sont-elles équivalentes ?
3. Soit n € N. Démontrer que les normes induites sur Ry, [X] par || - ||, et || - ||} sont équivalentes.
comparaisonNormesEspacePolynomes2 [indication(s)]
Exercice 4 k¥r#c — Munissons 'espace vectoriel E = C°([0,1],R) de la norme || - || . Notons ¢ la forme linéaire sur
FE définie par
E — R

P o elf) = f) - £0)

1. Démontrer que @ est continue, puis calculer la norme subordonnée ||| ¢|||.

2. L’application ¢ est-elle continue, si l'on remplace || - || par || - ||; ¢
normeSubordonneeEvaluationFonction
Exercice 5 %%+ — Munissons E = R[X] des normes || - || et || - ||, définies pour tout polynéme P € R[X] par
= max ||P et Pl = sup |P(x
[1Pllo = max [[Ply] 1Pl S |P()]
Notons (Pp)nen la suite de polynomes de terme général P, (X) = i
k=0
1. Démontrer que (P,)nen est bornée pour les normes || - || et || - || -
2. Démontrer que (Py)nen est divergente pour la norme || - || .

3. Munissons C([0,1],R) de la norme || - || définie par, pour tout f € C([0,1],R)
1 f1l% = sup |f(@)]

z€[0,1]

Démontrer que la suite (Py)nenN, vue comme suite d’éléments de C([0,1],R), converge. Déterminer sa limite.
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4. La suite (Py)nen converge-t-elle dans (R[X],|| - ||..) ?

oo

convergenceSommesPartiellesSerieExponentielle

Exercice 6 %%+ — Munissons l’espace vectoriel E = C°([0,1],R) de la norme || - ||, et lespace vectoriel F =

C([0,1],R) de la norme || - | définie par
ViR, 1flle=I1fllo+ 1 M

1. Vérifier que || - ||, est une norme sur F.

oo

2. Démontrer que lapplication linéaire ¢ définie par

EFE — F
[Oﬂ 1] —

R
) T /1f(t)dt
0

est continue, puis calculer la norme subordonnée ||| ¢|||.

normeSubordonneePrimitiveNulleEnZero

Exercice 7 %%7 — On note {2 l’ensemble des suites x = (z,)nen de nombres complezes telles que la série Z ENE
converge.

1. Soient x = (Tn)neN € £2 et y = (Yn)nen € £2. Démontrer que la série Zﬁ Yn COMETGE.

2. Démontrer que 02 est un sous-espace vectoriel de l’ensemble des suites complexes CN.

3. Pour toutes suites ¥ = (T )neN € £2 et Yy = (Yn)nen € L2, on pose

+oo
(,y)=) Taya e |la|=(z, )
n=0

Démontrer que || - ||, est une norme sur £2.

4. Fizons un entier ng € N. Démontrer que ’application

@0 -1) — (©1-D

v ‘ («'En)nEN — Ty

est une application linéaire continue, puis calculer la norme subordonnée ||| ¢ |||.

normeSubordonneeProduitScalaireHermitienEspaceSuites [indication(s)]

Exercice 8 k¥ — Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé. Notons ||| - ||| la norme subordonnée sur L. (E). Soient
(uk)ken une suite d’éléments de L. (E) convergeant vers un endomorphisme continu u de E et (z)ren une suite d’élé-
ments de E convergeant vers un vecteur x € E. Démontrer que up(xy) k—> u(z).

—+o0

doubleLimiteEvaluationEndomorphismeContinu [indication(s)]

Exercice 9 k%7 — Notons (> le R-espace vectoriel des suites réelles bornées. Nous le munissons de la norme || - || .
Démontrer que l’application

£ — £e°
(un)neN — (un+1 - un)nEN

est un endomorphisme continu, puis calculer sa norme subordonnée ||| Alll.

A

normeSubordonneeDerivationDiscreteEspaceSuites [indication(s)]

Exercice 10 %% — Démontrer que ’application

A‘ f — f

est discontinue.

derivationEspaceFonctionsNormeInfinieDiscontinue [indication(s)]

DAVID BLOTTIERE 2 VERSION DU 17 NOVEMBRE 2024



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

Exercice 11 kv« — Soient (E,|| - ||5) un K-espace vectoriel normé tel que E # {0g}, (F,|| - ||p) un K-espace
vectoriel normé, u € L. (E, F).
1. Démontrer que

sup [|u(@)[|[p=sw Jlu@)|lp= suw |lu(@)]|p
z€B(0g,1) z€B(0g,1) z€S(0g,1)

=:[|[u |

2. On suppose que E est de dimension finie. Démontrer que

Jzo € S(0g,1)  ||ulzo)||p = |||l [la norme d’opérateur est atteinte sur la sphére unité|
3. Dans cette question (E,|| - ||z) = (F|| - [|z) = (C°([0,1],R),|| - ||,) et u est Uendomorphisme de E défini par
E — E
Y 0,1] — R

fo—ulh) ), /xf(t)dt
0

(a) Démontrer que u est conlinue.
(b) Calculer la norme subordonnée ||| u||].
(c) Démontrer que

VfeB0g,1) |[lu(f)l; #llull [la norme d’opérateur n'est pas atteinte sur la boule unité fermée)

proprietesAdditionnellesNormeSubordonnee [indication(s)]
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comparaisonNormesEspaceFonctions [énoncé]

Indication(s) pour l'exercice 1

2. Pour tout z € [0,1], |f(2)| € Neo(f).

3. D’apres la question 2, ’application
id%l (EvNOO) — (Ele)
> f — f
est continue.

4. D’apres la question 2, les normes N, et N7 sont équivalentes si et seulement si
Ja>0 VfeE No(f)<aNi(f)

donc si et seulement si N N
N o
v(fn)nENEE fn - >OE = fn ” OE
n—4oo n—-—4o0o

Pour établir que les normes N, et N; ne sont pas équivalentes, il suffit donc de construire une suite (f,,)nen € EN

telle que
In 0 et In /NL> Op
n—-+oo n—+oo
e 1 1
0.8 1 0.8 0.8 ]
0.6 1 0.6 1 0.6 1
041 0.4 0.4
0.21 0.2 0.2
02 04 06 08 1 0.2 04 06 08 1 0.2 04 06 08 1
16 16 16
0.8 1 0.8 0.8
0.6 1 0.6 ] 0.6 ]
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
02 04 06 08 1 02 04 06 08 ! 02 04 06 08 1
g o
0.8 0.8 ]
0.6 1 0.6 1
0.4 0.4
0.2 0.2
02 04 06 08 1 02 04 06 08 1 02 04 06 08 1
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comparaisonNormesEspacePolynomesl [énoncé]

Indication(s) pour l’exercice 2

1. Un polynéme de R[X] possédant une infinité de racines est nécessairement le polynéme nul, i.e. que tous ses
coeflicients sont nuls.

2. e Si|| ||, domine || - || alors

oo
Ja>0 VPeR[X] ||P| <allPl
ce qui équivaut a

I o I 15
V (P)pen ERIXIN P, ——0rixyy = P, —0gry

n—-+oo n—-+00
Soit n € N*. Calculer || P, || et || P, ||, ot P, :zn:X—k
. oo oo o 2 —
e Si||- ||, domine]|| - || alors

36>0 VPeR[X] ||Pll, <BIIPl
ce qui équivaut a

- I o
V (Po),en € RIXIN P, — 5 0rx) = Pu——5 Ory)

— 400 n—4oo
On pourra observer que la fonction polynomiale de degré 2

[0,1] — R
x — z(l-—=x)

f

1 1
est positive, de maximum 1 atteint en z = 3 Calculer ensuite || P™ || et || P"|| ., o P := X(1 — X).

3. Que dire de deux normes sur un R-espace vectoriel de dimension finie 7
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comparaisonNormesEspacePolynomes2 [énoncé]

Indication(s) pour ’exercice 3

1. e Si une fonction f: [0,1] —— R est positive, continue et d’intégrale nulle sur [0, 1], alors cette fonction est

identiquement nulle sur [0, 1].

e Un polynéme de R[X] possédant une infinité de racines est nécessairement le polynéme nul, i.e. que tous ses

coefficients sont nuls.
2. e Soit P € R[X]. Observer que

Ve el[0,1] [P)| <[Pl

et en déduire que la norme || - || domine la norme || - ||] .

e Les normes || - || et || - ||} sont donc équivalentes si et seulement si

Ja>0 VPeR[X] [|P|[ <allPl

donc si et seulement si

V(Pn)neN € R[X]N P, & OR[X] = P, Nl OR[X]
n—+o00 n—+00
Pour établir que les normes || - || et || - ||} ne sont pas équivalentes, il suffit donc de construire une suite
(Py)nen € RIX]N telle que
/ ,
n—+4oo n—-+4oo
| @~ I —————
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1@ 1@ 1@
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.6

3. Que dire de deux normes sur un R-espace vectoriel de dimension finie 7
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normeSubordonneeProduitScalaireHermitienEspaceSuites [énoncé]

Indication(s) pour I’exercice 7

1. Pour tout n € N ) )
2 * 2

Tn Ynl = |20 ynl <

car (|zn] — [yn])® = 0 (le carré d'un nombre réel est positif).
2. Pour la stabilité de £2 par somme, on pourra considérer x = (7,,)nen € £2, ¥ = (Yn)nen € £2 et observer que
2
|

YneN |z, 4 ynl> = @0+ yn) @ +T0) = [20)* + [Ynl]” + T Tn + T Un

et appliquer le résultat de la question 1.

3. Pour l'inégalité triangulaire, on pourra commencer par démontrer que

Vo= (Tn)neN €02 Yy= Yn)nen €22 (2, y)| < ||z ||yl [inégalité de Cauchy-Schwarz]
en considérant d’abord le cas ou ||z || =||y|| = 1.
—+oo
4 e Comparer, pour tout = = (z,,)nen € £2, les nombres réels positifs |9cn0|2 et [|z|® = Z ESi
n=0

e On dispose d’un critére de continuité pour les applications linéaires.
e Déduire du premier point que ||| ¢ ||| < 1.

o Vérifier que z := (p n, ) appartient & £2, puis calculer |p(x)| et ||z ||.

neN
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doubleLimiteEvaluationEndomorphismeContinu [énoncé]

Indication(s) pour I’exercice 8

e [l s’agit de démontrer que ’application

g | LB MDD < B — (B - 1)
(u, ) — u(z)
est continue, on lespace vectoriel (L. (E),||| - [||) x (E,|] - ||) est muni de la norme produit
N ‘ (Le (B) - MD > (B 1) — R
(u, ) — max {[[[u|[], ]z [}

e Vérifier que I'application B est bilinéaire.

e On dispose d’un criteére de continuité pour les applications bilinéaires.
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normeSubordonneeDerivationDiscreteEspaceSuites [énoncé]

Indication(s) pour I’exercice 9

e Soit u = (Up)nen € £2°. Justifier que
|Un+1 - U'n| <2 ||u||oo

et déduire
Aw) e et |[AW) ]| <2 |[ully

On dispose d’un critére de continuité pour les applications linéaires.

Déduire du premier point que ||| A ||| < 2.

Vérifier que u = ((—1)"),,cn appartient a £°°, puis calculer || A(u) || et ||u |-
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derivationEspaceFonctionsNormeInfinieDiscontinue [énoncé]

Indication(s) pour I’exercice 10

e L’application A est linéaire.
e On sait que 'application A est continue si et seulement si
\ (f")neN € Cl([O, 1], R)N fn m Ocl([071]7R)N - A(fn) m 0C0([071]7R)N (1)

e Pour un entier naturel n non nul fixé, considérer I’application

[0,1] — R
T — z"

fn

puis calculer || A(fn) || et || fr |l -

Modifier les fonctions f,, (n € N*) pour nier I’assertion (1).
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proprietesAdditionnellesNormeSubordonnee [énoncé]
Indication(s) pour l’exercice 11
1. e Comme B (0g,1) C B(0g,1) et B(0g,1) C B(0g,1)

sup |[u(@) |[p < [ ull] et sup || u(@) ||p < [[[u]ll
z€B(05,1) z€S(0g,1)

e Soit € > 0. D’apreés le critére séquentiel de la borne supérieure ||| u |||

Jz € B(0g, 1) |[Julll - <[[ulx)[lp (2)
Démontrer que N
3 (e v € B O DN [lulea) Iy —— llu@) [l 3
puis déduire de (2) et (3) que
AINeN [ulll —e<[ulzn)[lp < sup |[lu(@)||p
2€B(0p,1)

e Déduire des deux points précédents que

sup || u(@) |[p = [|| ]l

IEB(OE 1)
( )
u

e Justifier que

< sup lu()llp
F  y€S(0g,1)

puis que
Vo e B(0g,1) [u(@)|lp< sup |lu(y)|lp
y€S(0p,1)
e Déduire du premier et du dernier point que
sup [u(z)[[p =[]l
z€S(0g,
2. e Que dire d’une partie fermée et bornée d'un K-espace vectoriel de dimension finie ?

e Appliquer le théoréme des bornes atteintes a I'application

S(OE,l) — R
x — lu(@) g

dt’ / £(t)| dt</01|f(t) dt = fll,

e On dispose dun criteére de continuité pour les applications linéaires.
(b) e Déduire de la question 3.(a) que

w
—
2
—
[ ]

Soit f € E. Remarquer que

Ve el0,1] |u(f)(x)| =

pour en déduire une majoration de || u(f) ||1

Hullf <1
e Pour un entier naturel n € N fixé, considérer I’application
f 0,1] — R
" t  — ne ™

puis calculer || fi, [|; et || w(fn) |];-
(¢) e Raisonner par ’absurde et supposer que

3f€B(0g,1) u(f)ll; =1

Alors f # Op et, quitte a remplacer f par on peut supposer que || f||; =1, ie. feS(0g,1).

f
171

e Reprendre alors les inégalités évoquées a la question 3.(a).

dt‘dx // #)| dt dz < /01/01|f(t)|dtdx/01|f||1dx1

Yz € 0,1] /Ox|f(t) dt =1

En déduire que

et conlure & une contradiction.
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