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TD — Espaces vectoriels normés 2

Notation. — La lettre K désigne le corps R ou C.

Exercice 1 vy — L’%mage réciproque d’un compact par une application continue est-elle nécessairement
compacte ?

imageReciproqueCompactApplicationContinue [indication(s)]

Exercice 2 *vr¥c — On munit R? de la norme || - || ..
1. La partie A= {(z,y) € R? : 22 +y® =1} de R? est-elle compacte ?
2. La partie B = {(z,y) € R? : 2% + 2y +y*> < 2} de R? est-elle compacte ?

compacitePartiesR2 [indication(s)]

Exercice 3 kvric — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et A, B deux parties de E. On pose
A+B={a+b : (a,b) € Ax B}

1. On suppose A et B compactes. Démontrer que A + B est compacte.
2. On suppose que A fermée dans E et B compacte. Démontrer que A + B est fermée.

3. Si A et B sont fermées dans E, A+ B est-elle nécessairement fermée dans E ¢

sommeCompactCompactSommeFermeCompact [indication(s)]

Exercice 4 kvc¥c — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé, U une partie ouverte de E et x un
vecteur de U dont la composante connexe par arcs dans U est notée Cy.

1. Démontrer que C, est une partie ouverte de E.

2. En déduire que toute partie ouverte de R est réunion d’intervalles ouverts deux a deuz disjoints.

composantesConnexesOuvertDescriptionOuvertsR [indication(s)]

Exercice 5 %% — Soit d € N*. On considére une suite (un)nen de vecteurs de (Rd,H . HOO), dont
l’ensemble des valeurs d’adhérence est noté V. Pour tout p € N, on pose

Up :={ux : k=>p}

1. Démontrer V = ﬂ 717.
peN

2. En déduire que, si la suite (un)nen est bornée, alors l'ensemble V de ses valeurs d’adhérence est compact.

ensembleValeursAdherenceSuiteIntersectionFermes [indication(s)]

Exercice 6 %% — Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé non réduit a {Og}. On définit le diamétre
d’une partie bornée non vide A de E par

5(4) =sup {||z ~y]| : (x.4) € A}

1. Justifier que, pour toute partie A bornée non vide de E, 6(A) est un nombre réel bien défini.

2. Soit (a,r) € E x R%.. Démontrer que §(B(a,r)) = 2r.

3. Soit K une partie compacte non vide de E. Démontrer qu’il existe des vecteurs x,y de K tels que §(K) =
|z =yl
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4. Soit (Kp)nen une suite de parties compactes non vides de E, décroissante pour l'inclusion. Démontrer
que

K = ﬂ K,, est un compact non vide et que 6(Ky,) L, O(K).

N
neN norteo

5. Une intersection de parties fermées non vides, décroissante pour linclusion, est-elle nécessairement non
vide ?

diametreIntersectionDecroissanteCompacts [indication(s)]

Exercice 7 %% — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé, K une partie compacte de E et f: K — K
une application telle que

V(z1, 1) € K? m1 #xg = || f(z1) — fz2) || < |21 — 2]

1. Démontrer que lapplication f possede un unique point fize, noté o. On pourra considérer l'application
qui a un vecteur x de K associe le nombre réel || f(z) — z||.

2. Soit (xn)neN la suite définie par la donnée de xo € K et la relation de récurrence

Tpy1 = f(an)

valable pour tout n € N. Démontrer que x, —u> Q.
n—-+o00

theoremePointFixeCompactApplicationPresqueContractante [indication(s)]

Exercice 8 %% — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé, K une partie compacte de E et f: K — K
une application telle que

V(wy) e K2 || f(@) = f@)ll =l =yl [f est une dilatation]

Soient x,y deux vecteurs de K.

1. Démontrer qu’il existe une application p: N — N strictement croissante telle que les suites (f“”(”) (x))

et (f“"(”) (y))neN convergent dans K.

neN

2. Démontrer que fet)=¢()(z) o et feH)=e() (1) — .

n—-+00
3. En déduire que || f(x) = f(y) || = ||z =y |l

4. Démontrer que application f est continue et bijective.

dilatationCompactIsometrieBijective [indication(s)]

Exercice 9 %% — Soient E un K-espace vectoriel normé de dimension finie n > 1, N une norme sur E,
B = (e1,...,e,) une base de E et

Noo | — sz e; — Nyo(x) = max |z

E — R+
n
- 1<i<n

1
1. Démontrer que
Ja>0 VzeFE N(z)<alNg()
2. Justifier que Soo(0p,1) ={x € E : Noo(x) = 1} est une partie compacte de (E, Nu).
3. Démontrer que 'application

SOO(OE,l) — R+
x —  N(x)

f

admet un minimum m strictement positif.
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4. En déduire que
18>0 Ve eE Ny(x)<BN(x)

5. Justifier qu’une partie de E est ouverte pour la norme N si et seulement elle est ouverte pour la norme
Noo. Qu’en déduire de plus ¢

normesEquivalentesEspaceVectorielDimensionFinie

Exercice 10 %k* — Soit P € C[X] un polynome de degré n > 1. On se propose de démontrer que P posséde
une racine compleze (théoréme de d’Alembert-Gaufs).

1. Démontrer qu’il existe zg € C tel que
|P(20)| = min{|P(2)| : z€ C}

2. D’aprés la formule de Taylor exacte, appliquée au polynéme P au point zg, nous savons
n
Vze C P(z+z)= Zbkzk
k=0

P®) (2)
k!
(a) Justifier l’existence de ¢ := min{k € [1,n] : by # 0}.

ot, pour tout k € [0,n], by = . Nous raisonnons par l'absurde et supposons que by # 0.

b
(b) Soit w € C une racine k-iéme de —b—o. Justifier Uezistence d’une fonction e € Cl%1 telle que
k

Vte[0,1] Pz +wt)=by—bott +botie(t) et  elt)——0

(c) En déduire qu’il existe a € |0, 1] tel que, |P(zp +w )| < |P(z0)]| et conclure.

theoremedAlembertGaussTopologie

Exercice 11 *%%* — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé.

1. Soit (xn)nen une suite d’éléments de E pour laquelle il existe un réel € > 0 tel que pour tous entiers na-
turels n # p, on ait ||z, — x,p || = €. Démontrer que cette suite n’admet aucune suite extraite convergente.

2. Soit K un sous-ensemble compact de E. Démontrer que pour tout réel € > 0, il existe un entier p > 0 et

P
T1,...,%p Eléments de E tels que K C U B(z;,€). On pourra raisonner par l’absurde.
i=1
3. On considére une famille (€2;);cr de sous-ensembles ouverts de E, I étant un ensemble quelconque, telle
que
K c .
el

(a) Démontrer qu’il existe un réel o > 0 tel que pour tout x € K, il existe i € I tel que B(z,«) soit
contenue dans l'ouvert ;. On pourra raisonmer par l'absurde pour construire une suite d’éléments
de K n’ayant aucune suite extraite convergente.

P
(b) En déduire qu’il existe une sous-famille finie (Q;y,...,<;,) de la famille (Q;);er telle que K C U Q,
k=1

(propriété de Borel-Lebesgue).
4. Soit (Fy)ier une famille de fermés de E contenus dans K et d’intersection vide, i.e ﬂ F; = @. Démontrer
icl
» 1
qu’il existe une sous famille finie (Fi, ..., F;,) de la famille (F;)icr telle que ﬂ F, =@.
k=1

proprieteBorellebesgueMinesPonts2Mp2017 [corrigé]
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imageReciproqueCompactApplicationContinue [énoncé]
Indication(s) pour l’exercice 1

On peut commencer par envisager une application continue f: R — R. D’apres le cours :
e une partie de R est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée ;
e 'image réciproque d’un fermé de R par f est un fermé de R.

Aussi nous intéressons-nous & la question suivante : I'image réciproque d’une partie bornée de R par f est-elle
nécessairement une partie bornée de R 7 On pourra, par exemple, spécifier f a la fonction arctangente.
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compacitePartiesR2 [énoncé]

Indication(s) pour l’exercice 2

D’apres le cours, une partie de (R?, || - ||,) est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée.
1. La partie A n'est pas bornée. Pour le justifier, on peut construire une suite ((Zn,¥n)),cn de vecteurs de
A telle que
Tn J—) +oo et Un L—> —0o0
n——+00 n—-+00

2. Démontrer que la partie B de (R?%,|| - ||) est fermée et bornée.

o0

e La partie B est bornée. En remarquant que

1

V(ry) €R oyl < 5 (¥ +97)
on établit que B est bornée pour la norme || - ||,. De plus nous savons comparer les normes || - ||,

et || - ||, sur R%

e La partie B est fermée. Pour démontrer le caractere fermé de B, on peut considérer 'application

R2 — R

f (r,y) +— 22 +ay+y?

qui est polynomiale.
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sommeCompactCompactSommeFermeCompact [énoncé]

Indication(s) pour l’exercice 3

1. L’application
AxB — A+B

/ (a,b) +— a+b

est surjective.

2. Considérer une suite (z,,)nen de vecteurs de A + B qui converge vers un vecteur = de E. Alors :
VneN F(an,bp) € AXB x,=a,+by

Comme B est compacte, la suite (b,)nen de vecteurs de B posseéde une valeur d’adhérence b € B.

3. Dans (R?,|| -||,), on peut considérer
e la parabole A := {(z,y) € R? : zy =1} \
e la droite affine B := {(z,y) € R? : y=1}. 4 A
et démontrer que 21 \\\ 5
1 o
A+B = {(mrm - +1) : @rm) R xR) i TR
I A \\\
9
= Rx(R\{1}) [égalité d’ensembles & prouver]
4]

n’est pas une partie fermée de (R?, || - ||)-
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composantesConnexesOuvertDescriptionQuvertsR [énoncé]

Indication(s) pour l’exercice 4

1. On rappelle que C; est, par définition, ’ensemble des vecteurs y de U pour lesquels il existe un chemin
joignant x a y tracé dans U. Soit y € C;. Comme U est une partie ouverte de F, il existe un réel r, > 0
tel que B(y,ry) C U. Démontrer que B(y,r,) C C,, en commencant par construire, pour tout vecteur
z € B(y,ry), un chemin joignant z a y tracé dans U.

2. Soit U un ouvert de R. D’apres le cours

e U est la réunion de ses composantes connexes par arcs, qui sont deux a deux disjointes ;
e une partie de R est connexe par arcs si et seulement si elle est un intervalle.
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ensembleValeursAdherenceSuiteIntersectionFermes [énoncé]

Indication(s) pour l’exercice 5

1. Raisonner par double inclusion, en s’appuyant tant la caractérisation géométrique (i.e. via les boules)
d’une valeur d’adhérence de la suite (u,)nen

VieRY z€V < (Ve>0 {neN : u, € By(z,¢)} est une partie infinie de N)
que sur la caractérisation géométrique de 'adhérence d’une partie A de (Rd, | - ||oo)

VreR? €4 < (Ve>0 AN Bu(z,6) #9)

e Inclusion de V dans ﬂ 72;,. Soit z une valeur d’adhérence de la suite (up)nen et p € N*. Justifier

peN
que, pour tout € > 0, ’ensemble

Up N B(x,¢)

est non vide.

e Inclusion de ﬂ U, dans V. Soit = € ﬂ U,. En raisonnant par I’absurde, justifier que, pour tout
peEN peN
€ > 0, 'ensemble

{neN : u, € Boo(z,¢)}
est une partie infinie de N.

2. D’apres le cours, une partie de (Rd, Il Oo) est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée.
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diametreIntersectionDecroissanteCompacts [énoncé]

Indication(s) pour l’exercice 6

1. Soit A une partie bornée non vide de E. Comme A est bornée, il existe un réel R > 0 tel que A C B(0, R).
Justifier alors que la partie {||z —y|| : (x,y) € A%} de R est non vide et majorée par 2R.
2. e Commencer par justifier que 6(B(a,r)) < 2r.
e Pour établir I'inégalité inverse, remarquer que le K-espace vectoriel E # {0g} contient un vecteur
unitaire noté u. Ensuite, en prenant appui sur une figure, constuire une suite (A,)nen € [0+ o0] N
telle que, pour tout n € N

Tp i =a— AU et Un ‘= a+ Ay u

appartiennent & B(a,r) et vérifient ||z, — yy || g
n—-+oo

3. D’apres la caractérisation séquentielle de la borne supérieure, il existe une suite (z,,y,) € (K X K)N
telle que || 2, — yn || % d(K). La partie K x K est une partie compacte de F x E, muni de la norme
n—-+0oo
produit.

4. e La partie K est non vide. Constuire une suite (z,),en de vecteurs de E telle que
veN z,€eK,

Justifier que la suite (x,,),en posseéde une valeur d’adhérence x dans Ky. Démontrer enfin que, pour
tout n € N, x € K,,.

e La partie K est fermée. D’aprés le cours, une intersection quelconque de parties fermées de E est
une partie fermée de FE.

e La partie K est compacte. D’apres le cours une partie fermée d’un compact est compacte.

e Comportement asymptotique de la suite de terme général 6(K,). Commencer par démontrer que,

pour tout n € N
5(K) < 0(Kn) < 0(Kns1)

En déduire que la suite numérique de terme général d(K,,) converge vers un réel £ > 6(K). D’apres la
question 3, pour tout n € N, il existe (2, y,) € K, tel que 6(K,) = || x5, — yn ||. Justifier Pexistence
d’une application ¢: N — N strictement croissante et de deux vecteurs x,y de Ky tels que

-, ot -l

x(p(n) n——+0oo yip(n) n——+0oo

Démontrer les vecteurs z,y appartiennent a K, puis que ¢ < 6(K).

5. La suite (F,, := [n, +oo[)N est une suite parties fermées non vides de R, décroissante pour I'inclusion.
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theoremePointFixeCompactApplicationPresqueContractante [énoncé]

Indication(s) pour l’exercice 7

1. e Unicité du point fixe. Raisonner par ’absurde en supposant que I'application f possede deux points
fixes distincts aq, s € K.

e Eristence du point fize. Appliquer le théoreme des bornes atteintes a ’application

f K — R
z — [ f(z) -z

pour obtenir que 'application f possede un minimum atteint en un vecteur z,, de K. Démontrer
alors que z,,, est un point fixe de 'application f, en raisonnant par I’absurde.

2. e Convergence de la suite de terme général || x,, — a||. Etudier le sens de variation de la suite numérique
(|l 2 — a]]),en POUr établir sa convergence.

e FExtraction d’'une sous-suite convergente de la suite (x,)nen. Justifier Uexistence d’une application

-,

¢ : N — N strictement croissante et d'un vecteur x de K tel que x "
n—-+00

e(n)

e [ntroduction d’une autre suite extraite de la suite (xy)nen. Justifier

[2omys1 — || = 1 £@) = f(@)

e Conclusion. Des trois points précédents, déduire que ||z —«|| = || f(z) — f(@) ]|, puis z = « en
raisonnant par ’absurde.
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dilatationCompactIsometrieBijective [énoncé]

Indication(s) pour l’exercice 8

1. Considérer les suites (f"(2)),cn €t (f™(¥))pen de vecteurs de K. La partie K x K est une partie compacte
de F x E, muni de la norme produit.

2. Démontrer que, pour tout n € N
H Femt—em) )y _ 5 H < H Femt) () — () () H

: e(n+1) () _ feoln) [
puis que H f (x)—f (a:)‘ P 0.

3. Démontrer que, pour tout n € N
[z =yl < 1 /(@) = F) || < || ferrmem @) — pelmrti=ety) |

4. e Continuité de lapplication f. D’apres le cours, une application lipschitienne est (uniformément)
continue.
e [Injectivité de lapplication f. Considérer la propriété de dilatation.
o Surjectivité de Uapplication f. Soit x € E. D’apres la question 2, x est limite d’une suite de vecteurs
de f(F). L’image d’un compact par une application continue est compacte donc fermée.
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1.

3.

4.

proprieteBorellebesgueMinesPonts2Mp2017 [énoncél

Un corrigé de 1’exercice 11

Par I’absurde, on suppose qu’il existe une suite extraite (x¢(n)) convergente. La suite (xap(n—i-l) - f%(n)) .
n

converge donc vers 0. Ceci nous fournit N € N tel que pour tout p > N, on ait H Tp(pr1) — Ly(p) H > e

Contradiction.
. Par I'absurde, on suppose que la propriété a démontrer est fausse, ceci nous fournit € > 0, tel que pour
p
tout p € N* et x1,...,x, éléments de F on ait K ¢ U B(x;,e). On va construire, par récurrence, une
i=1

suite (xy)r>1 & valeurs dans K telle que pour tout entier naturel n # p, on ait ||z, — z, || > €.
e Par hypothese, on a K ¢ B(aj,¢) pour tout a; € E, ce qui nous fournit 21 € K \ B(ay,¢).
e Soit k£ € N*. On suppose construits z1,...,z; € K tel que pour tout entier naturel n # p € [1, k],

P
on ait ||z — 2, || = €. On a alors K \ U B(x;,e) # @, ce qui nous fournit x4, € K tel que pour

tout entiers naturels n # p € [1,k+ 1], on ait ||z, — z, || > €.
La suite ainsi construite (xj)r>1 vérifie pour tout entiers naturels n # p, on a ||z, — 2y, || > €. D’apres
la question 1, cette suite n’admet pas de valeur d’adhérence. Or il s’agit d’une suite a valeurs dans le
compact K. Contradiction.
(a) Par Pabsurde, on suppose que pour tout réel a > 0, il existe x € K, tel que pour tout i € I,
on ait B(xz,a) ¢ ;. Ainsi pour n € N*, ceci nous fournit z,, € K tel que pour tout ¢ € I, on

ait B (:):n, — | ¢ ;. La suite (z,,)nen+ a valeurs dans le compact K admet une suite extraite
n
(H%(n))neN* qui converge vers une valeur d’adhérence £ € K. Comme K C U Q;, ceci nous fournit
el
j €I tel que ¢ € ;. Comme Q; est un ouvert, ceci nous fournit 7 > 0 tel que B(¢,r) C ;. Comme
(T4 (n))Jnen+ converge vers £, ceci nous fournit N1 € N* tel que

Vn}Nl wa(n)—ngg

1
Comme () converge vers 0, ceci nous fournit No € N* tel que
gp(n) neN
1 T
Vn> Ny — <~
p(n) =3

2
On pose p = max {p(N1), p(N2)}. Comme ?T < r, on a d’apres I'inégalité triangulaire

B <xp, ;) C B(,r)

d’apres I'inégalité triangulaire. Contradiction avec la suite (2, )pen+.
(b) A la question 2, on pouvait obtenir de fagon analogue l'existence d'un entier p > 0 et x1,..., 7,

P
éléments de K (preuve identique que pour E) tels que K C U B(zj,¢). Pour j € [1,p], ce qui est
j=1
fait & la question 3.(a), nous fournit un indice i; € I tel que B(z;,a) C €.

On note pour ¢ € I, O; = E \ F; qui est un ouvert de E par complémentaire et on a K C U O;.
el

P
La question 3.(b) nous fournit une sous famille finie (O;,...,0;,) telle que K C ﬂ O;,. On a donc
k=1
P
Kﬂ <ﬂ sz> = @. Comme pour tout i € I, on a I; C K, la sous famille finie (F;,..., F; ) vérifie
k=1

p
k=1
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