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1. Séries entières et jeu de pile ou face

Notations.
• Rn[X] désigne l’ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à n à coefficients réels.
• (Hj)j∈N désigne la famille de polynômes définie par H0 = 1 et, pour tout j ∈ N∗ :

Hj = 1
j!

j−1∏
i=0

(X − i)

• Pour (k, n) ∈ N2, on note
(

n

k

)
le coefficient binomial k parmi n. On note

(
0
0

)
= 1 et

(
n

k

)
= 0 si k > n.

• Ja, bK désigne l’ensemble des entiers compris entre a et b. Ainsi Ja, bK = {n ∈ Z : a ⩽ n ⩽ b}

1.1. Utilisation de séries entières

1.1.1. Une première formule

Q1. Donner sans démonstration le rayon de convergence et la somme de la série entière réelle
∑
n⩾0

xn.

La série entière
∑
n⩾0

xn a pour rayon de convergence 1.

Notons f sa somme. Pour tout x ∈ ]− 1, 1[, f(x) = 1
1− x

.

Q2. En déduire le rayon de convergence et la somme de la série entière réelle
∑
n⩾0

n xn.

Pour toute suite (an)n∈N, les séries entières
∑
n⩾0

an xn et
∑
n⩾0

nαanxn (α ∈ R) ont même rayon de convergence.
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Donc la série entière
∑
n⩾0

nxn a également pour rayon de convergence 1.

De plus, par propriété de dérivation de la somme d’une série entière sur son intervalle ouvert de convergence,
f est de classe C∞ sur ]− 1, 1[ et, pour tout x ∈ ]− 1, 1[ :

f ′(x) =
+∞∑
n=1

nxn−1 = 1
(1− x)2

Q3. Pour k ∈ N, montrer que la série entière
∑
n⩾0

(
n

k

)
xn admet 1 pour rayon de convergence et calculer, pour tout

x ∈]− 1, 1[, la somme
+∞∑
n=0

(
n

k

)
xn.

Soit k ∈ N fixé. Pour tout n ⩾ k on a
(

n

k

)
= n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k! et donc :

(
n

k

)
∼

n→+∞

nk

k!

Donc la série entière
∑
n⩾0

(
n

k

)
xn a le même rayon de convergence que la série entière 1

k!
∑
n⩾0

nkxn, qui vaut

1 par la « règle nα » rappelée ci-dessus.
La dérivée k-ième de f est donnée pour x ∈ ]− 1, 1[ par f (k)(x) = k!

(1− x)k+1 (justification par récurrence sur

k) et par ailleurs en dérivant k fois la somme de la série entière
∑
n⩾0

xn sur son intervalle ouvert de convergence

on obtient pour x ∈ ]− 1, 1[ :

f (k)(x) =
+∞∑
n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)xn−k = k!
+∞∑
n=k

(
n

k

)
xn−k

et ainsi :
+∞∑
n=0

(
n

k

)
xn =

+∞∑
n=k

(
n

k

)
xn = xk

+∞∑
n=k

(
n

k

)
xn−k = xk

k! f (k)(x) = xk

(1− x)k+1

1.1.2. Utilisation d’une famille de polynômes

Pour tout k ∈ N, on note fk : x 7−→
+∞∑
n=0

nk xn.

Q4. Montrer que, pour tout k ∈ N, fk est définie sur ]− 1, 1[.

Soit k ∈ N. Comme précisé à la question précédente, le rayon de convergence de la série entière
∑
n⩾0

nkxn est

égal à 1. Donc la fonction fk est donc définie sur ]− 1, 1[.

Q5. Soit k ∈ N. Montrer qu’il existe un unique (αk,0, . . . , αk,k) dans Rk+1 telle que Xk =
k∑

j=0
αk,j Hj .

Pour tout ℓ ∈ J0, kK, Hℓ est un polynôme à coefficients réels de degré ℓ. D’après le théorème des degrés
échelonnés (version forte), la famille (H0, . . . , Hk) est une base de Rk[X].
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Comme Xk ∈ Rk[X], il existe un unique (αk,0, . . . , αk,k) dans Rk+1 telle que

(⋆) Xk =
k∑

j=0
αk,j Hj

Q6. Pour k ∈ N, donner les valeurs de αk,0 et αk,k.

Pour k = 0, on a directement α0,0 = 1.
Soit k ⩾ 1, alors en évaluant la relation (⋆) en 0 on obtient, compte tenu de Hk(0) = 0 pour tout k ⩾ 1, que
αk,0 = 0.
En identifiant les coefficients des termes de degré k dans (⋆), absents dans Hj si j < k, on obtient αk,k

k! = 1
et donc αk,k = k! .

Q7. Pour tout (j, k) ∈ N2 tel que 1 ⩽ j ⩽ k, montrer que αk,j = jk −
j−1∑
i=0

(
j

i

)
αk,i.

Soient deux entiers j et k tels que 1 ⩽ j ⩽ k.

En évaluant la relation (⋆) en j, on obtient jk =
k∑

i=0
αk,iHi(j). Si j < i alors X − j est un facteur de Hi et

donc Hi(j) = 0. En revanche si j ⩾ i on obtient :

Hi(j) = 1
i!

i−1∏
ℓ=0

(j − ℓ) = j(j − 1) . . . (j − i + 1)
i! =

(
j

i

)

On obtient finalement jk =
j∑

i=0
αk,i

(
j

i

)
et, en isolant le terme i = j :

αk,j = jk −
j−1∑
i=0

αk,i

(
j

i

)
.

Q8. Montrer que, pour tout k ∈ N, il existe un unique polynôme réel Pk tel que, pour tout x ∈]−1, 1[, fk(x) = Pk(x)
(1− x)k+1

et que ce polynôme vérifie la relation :

Pk =
k∑

j=0
αk,j Xj (1−X)k−j

Soit k un entier naturel. Soit x un réel de ]− 1, 1[.

• Par définition, fk(x) =
+∞∑
n=0

nk xn. Or d’après Q5, nk =
k∑

j=0
αk,jHj(n). Donc fk(x) =

+∞∑
n=0

k∑
j=0

αk,jHj(n)xn.

Par linéarité de la somme de séries convergentes, fk(x) =
k∑

j=0
αk,j

+∞∑
n=0

Hj(n)xn.

Or par définition Hj(n) =
{ (

n
j

)
si n ⩾ j

0 sinon . Mais par convention
(

n

j

)
= 0 si j < n. Donc :

Hj(n) =
(

n

j

)
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Ainsi fk(x) =
k∑

j=0
αk,j

+∞∑
n=0

(
n

j

)
xn. D’après la question 3,

+∞∑
n=0

(
n

j

)
xn = xj

(1− x)j+1 . Ainsi :

fk(x) =
k∑

j=0
αk,j

xj

(1− x)j+1 =

k∑
j=0

αk,jxj(1− x)k−j

(1− x)k+1

• Soit Pk et Qk deux polynômes tel que pour tout x ∈]− 1, 1[, f(x) = Pk(x)
(1− x)k+1 et f(x) = Qk(x)

(1− x)k+1 .

Alors pour tout x ∈] − 1, 1[, Pk(x) = Qk(x). Comme le polynôme Pk − Qk possède une infinité de
racines (tous les nombres de ]− 1, 1[), le polynome Pk −Qk est le polynôme nul.

Finalement pour tout k ∈ N, il existe un unique polynôme réel Pk tel que, pour tout x ∈]− 1, 1[ :

f(x) = Pk(x)
(1− x)k+1 et Pk =

k∑
j=0

αk,jXj(1−X)k−j

Q9. Montrer que, pour tout k ∈ N, Pk+1 = X (1−X) P ′
k + (k + 1) X Pk.

Soit k un entier naturel. Par définition :

∀x ∈ ]− 1, 1[ fk(x) =
+∞∑
n=0

nkxn

En tant que somme de série entière de rayon de convergence 1, fk est dérivable sur ]− 1, 1[ et :

∀x ∈ ]− 1, 1[ f ′
k(x) =

+∞∑
n=0

nk+1xn−1

Donc :
∀x ∈ ]− 1, 1[ fk+1(x) = xf ′

k(x)

Or :
∀x ∈ ]− 1, 1[ fk(x) = Pk(x)

(1− x)k+1

Donc :
∀x ∈ ]− 1, 1[ f ′

k(x) = (1− x)P ′
k(x) + (k + 1)Pk(x)
(1− x)k+2

Alors :
∀x ∈ ]− 1, 1[ fk+1(x) = x(1− x)P ′

k(x) + (k + 1)xPk(x)
(1− x)k+2

Par unicité du polynôme Pk+1 :
Pk+1 = X(1−X)P ′

k + (k + 1)XPk

Q10. Calculer explicitement P0, P1, P2 et P3.

Clairement P0 = 1 et P1 = X. À l’aide de la relation de récurrence obtenue en Q9, on en déduit :

P2 = X(1−X) + 2X2 = X2 + X

et

P3(X) = X(1−X)(2X + 1) + 3X(X2 + X) = 2X2 + X − 2X3 −X2 + 3X3 + 3X2 = X3 + 4X2 + X

Q11. Déterminer, pour tout k ∈ N, le degré de Pk ainsi que son coefficient dominant.

Q10 nous invite à démontrer par réccurence que sur k que Pk est un polynôme de degré k et que son coefficient
dominant [Pk]k vaut 1.
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(I) P0, P1, P2 et P3 sont des polynôme de degrés respectifs 0, 1, 2 et 3 et leur coefficient dominant vaut 1.
(H) Soit k un entier naturel. Supposons que Pk est un polynôme de degré k et que son coefficient dominant

vaut 1. D’après Q9 :
Pk+1 = X(1−X)P ′

k + (k + 1)XPk

Donc Pk+1 est un polynôme de degré inférieur ou égal à k + 1 et

[Pk+1]k+1 = −k [Pk]k + (k + 1) [Pk]k = [Pk]k = 1

Donc Pk+1 est un polynôme de degré k + 1 et de coefficient dominant à 1.
Ainsi, pour tout k ∈ N, Pk est un polynôme de degré k et que son coefficient dominant vaut 1.

Q12. Calculer, pour tout k ∈ N∗, pour tout x ∈ ]0, 1[, xk+1 Pk

(
1
x

)
.

Indication : on pourra étudier la question pour k ∈ {1, 2, 3} afin d’établir une conjecture.

Nous calculons, pour tout x ∈ ]0, 1[ :

x2 P1

(
1
x

)
= x = P1(x) x3 P2

(
1
x

)
= x3

(
1
x2 + 1

x

)
= x + x2 = P2(x)

Nous démontrons, par récurrence sur k ∈ N∗, que, pour tout x ∈ ]0, 1[, xk+1 Pk

(
1
x

)
= Pk(x).

(I) L’assertion a déjà été établie pour k ∈ {1, 2}.

(H) Soit k un entier naturel non nul. Supposons que pour tout x ∈ ]0, 1[, xk+1Pk

(
1
x

)
= Pk(x).

D’après Q9, Pk+1 = X(1−X)P ′
k + (k + 1)XPk. Donc, pour tout x ∈ ]0, 1[ :

xk+2Pk+1

(
1
x

)
= xk+2

(
1
x

(
1− 1

x

)
P ′

k

(
1
x

)
+ (k + 1) 1

x
Pk

(
1
x

))
= xk

(
(x− 1)P ′

k

(
1
x

)
+ (k + 1)xPk

(
1
x

))

Par hypothèse de récurrence, pour tout x ∈ ]0, 1[, xk+1Pk

(
1
x

)
= Pk(x).

Donc en dérivant, nous obtenons, pour tout x ∈ ]0, 1[ :

(k + 1)xkPk

(
1
x

)
− xk−1P ′

k

(
1
x

)
= P ′

k(x)

puis :

Pk+1(x) = x(1− x)P ′
k(x) + (k + 1)xPk(x)

= x(1− x)
(

(k + 1)xkPk

(
1
x

)
− xk−1P ′

k

(
1
x

))
+ (k + 1)xPk(x)

= (k + 1)xk+1Pk

(
1
x

)
− xk(1− x)P ′

k

(
1
x

)
− (k + 1)xk+2Pk

(
1
x

)
+ (k + 1)xPk(x)

= xk

(
(x− 1)P ′

k

(
1
x

)
+ (k + 1)xPk

(
1
x

))
+ (k + 1)x

(
−xk+1Pk

(
1
x

)
+ Pk(x)

)
︸ ︷︷ ︸

=0

= xk+2Pk+1

(
1
x

)

Ainsi par le principe de récurrence, pour tout x ∈ ]0, 1[, xk+1Pk

(
1
x

)
= Pk(x).

Q13. En déduire, pour tout k ∈ N∗ et pour tout j ∈ J0, kK, un lien entre les coefficients de degré j et k + 1− j de Pk.
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Soit k un entier naturel non nul.
D’après Q11, [Pk]k = 1 et de même par récurrence, on montrerait que [Pk]0 = 0. Donc [Pk]0 = [Pk]k+1 = 0
(Pk est de degré k).
Comme, pour tout x ∈ ]0, 1[ :

k∑
i=1

[Pk]i xi = Pk(x) = xk+1 P

(
1
x

)
= xk+1

k∑
i=1

[Pk]i
xi

=
k∑

i=1
[Pk]i xk+1−i =

k∑
i=1

[Pk]k+1−i xi

le polynôme :
k∑

i=1
([Pk]i − [Pk]k+1−i) Xi

possède une infinité de racines (tous les nombres de ]0, 1[). Il s’agit donc du polynôme nul, d’où pour tout
i ∈ J0, k + 1K, [Pk]i = [Pk]k+1−i.

1.1.3. Une dernière formule

Q14. Démontrer que la fonction x 7−→ 1√
1− 4x

est développable en série entière au voisinage de 0. On exprimera les
coefficients de la série entière qui apparaît à l’aide de coefficients binomiaux et on précisera le rayon de convergence
R de cette série entière.

Pour x ̸= 0 fixé et n ∈ N, posons un =
(

2n

n

)
|xn| > 0. On a alors :

un+1

un
= (2n + 2)! (n!)2

((n + 1)!)2 (2n)! |x| =
(2n + 2)(2n + 1)

(n + 1)2 |x| −→
n→+∞

4|x|

On déduit alors du critère de d’Alembert pour les séries numériques que si |x| <
1
4 alors la série de terme

général un converge, et que si |x| > 1
4 alors cette même série diverge. On en déduit que R = 1

4.

Par développement en série entière de référence on a, pour tout x tel que |4x| < 1 :

1√
1− 4x

= (1− 4x)− 1
2 = 1 +

+∞∑
n=1

an(−4x)n

où, pour tout n ∈ N∗,

an = 1
n!

n−1∏
k=0

(
−1

2 − k

)
= (−1)n

n! 2n

n−1∏
k=0

(2k + 1) = (−1)n

n! 2n

(2n)!
2n n! = (−1)n

4n

(
2n

n

)

Ainsi, pour tout x ∈ I =
]
−1

4 ,
1
4

[
:

1√
1− 4x

= 1 +
+∞∑
n=1

(−1)n

4n

(
2n

n

)
(−4x)n = 1 +

+∞∑
n=1

(
2n

n

)
xn =

+∞∑
n=0

(
2n

n

)
xn

Q15. En déduire que, pour tout x ∈ ]−R, R[ \ {0} :

+∞∑
n=0

(
2n

n

)
xn

n + 1 = 1−
√

1− 4x

2x

La fonction x 7→
√

1− 4x est dérivable sur I, de dérivée x 7→ −2√
1− 4x

. On en déduit qu’une primitive sur I

de x 7→ 1√
1− 4x

est donnée par x 7→ −
√

1− 4x

2 et que la primitive qui s’annule en 0 est x 7→ 1−
√

1− 4x

2 .
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Par primitivation terme à terme d’une série entière sur son intervalle ouvert de convergence, on en déduit
que, pour tout x ∈ I :

+∞∑
n=0

(
2n

n

)
xn+1

n + 1 = 1−
√

1− 4x

2

et après division par x ̸= 0, que, pour tout x ∈ I \ {0} :

+∞∑
n=0

(
2n

n

)
xn

n + 1 = 1−
√

1− 4x

2x

Q16. En déduire que, pour tout x ∈ ]−R, R[ \ {0} :
+∞∑
n=0

n∑
k=0

1
k + 1

(
2k

k

)(
2n− 2k

n− k

)
xn = 1

2x

(
1√

1− 4x
− 1
)

Les séries des deux questions précédentes ayant pour rayon de convergence 1
4 , la série entière obtenue par

produit de Cauchy a un rayon de convergence au moins égal à 1
4 et, pour tout x ∈ I \ {0} :

+∞∑
n=0

n∑
k=0

1
k + 1

(
2k

k

)(
2n− 2k

n− k

)
xn =

(+∞∑
n=0

(
2n

n

)
xn

n + 1

)(+∞∑
n=0

(
2n

n

)
xn

)

= 1−
√

1− 4x

2x

1√
1− 4x

= 1
2x

(
1√

1− 4x
− 1
)

.

Ainsi pour tout x ∈ I \ {0} :

+∞∑
n=0

n∑
k=0

1
k + 1

(
2k

k

)(
2n− 2k

n− k

)
xn = 1

2x

(
1√

1− 4x
− 1
)

Q17. En déduire, pour tout n ∈ N, la valeur de la somme
n∑

k=0

1
k + 1

(
2k

k

)(
2n− 2k

n− k

)
.

Or, toujours d’après le développement en série entière obtenu en Q14, pour x ∈ I \ {0} on a :

1
2x

(
1√

1− 4x
− 1
)

= 1
2x

+∞∑
n=1

(
2n

n

)
xn

= 1
2

+∞∑
n=1

(
2n

n

)
xn−1

= 1
2

+∞∑
n=0

(
2n + 2
n + 1

)
xn

Avec le résultat de Q16, il vient, pour x ∈ I \ {0} :

+∞∑
n=0

n∑
k=0

1
k + 1

(
2k

k

)(
2n− 2k

n− k

)
xn = 1

2

+∞∑
n=0

(
2n + 2
n + 1

)
xn

Notons que cette identité vaut également pour x = 0.
Par unicité d’un développement en série entière sur un voisinage de 0, il vient, pour tout n ∈ N :

n∑
k=0

1
k + 1

(
2k

k

)(
2n− 2k

n− k

)
= 1

2

(
2n + 2
n + 1

)
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1.2. Probabilités

Dans cette deuxième partie, toutes les variables aléatoires considérées sont des variables aléatoires discrètes définies sur
un même espace probabilisé (Ω,A, P). La lettre p désigne un nombre réel de l’intervalle ]0, 1[ .

1.2.1. Un conditionnement

Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique de paramètre p. Soit Y une variable aléatoire à valeurs dans N
telle que, pour tout n ∈ N∗, la loi conditionnelle de Y sachant [X = n] est la loi de Poisson de paramètre n.

Q18. Déterminer la loi conjointe de X et Y .

Soient k un entier naturel et n un entier naturel non nul.

P(X = n, Y = k) = P(X = n) PX=n(Y = k) = p(1− p)n−1e−n nk

k!

Q19. Calculer P(Y = 0) et exprimer, pour tout k ∈ N∗, P (Y = k) à l’aide de la fonction fk définie en 1.1.2.

• D’après la formule des probabilités totales avec le système complet d’événements associé à X :

P(Y = 0) =
+∞∑
n=1

P(X = n, Y = 0)

Alors :

P(Y = 0) =
+∞∑
n=1

p(1− p)n−1e−n = pe−1

1− (1− p)e−1

Ainsi P(Y = 0) = p

e− 1 + p
.

• Soit k un entier non nul. D’après la formule des probabilités totales avec le système complet d’événe-
ments associé à X :

P(Y = k) =
+∞∑
n=1

P(X = n, Y = k).

Alors :

P(Y = k) =
+∞∑
n=1

p(1− p)n−1e−n nk

k! = p

(1− p)k! fk

(
1− p

e

)

Ainsi P(Y = k) = p

(1− p)k! fk

(
1− p

e

)
.

Q20. Vérifier que l’on a bien
+∞∑
k=0

P (Y = k) = 1.

+∞∑
k=0

P(Y = k) = p

e− 1 + p
+

+∞∑
k=1

p

(1− p)k! fk

(
1− p

e

)

= p

e− 1 + p
+

+∞∑
k=1

+∞∑
n=0

p

(1− p)k!n
k

(
1− p

e

)n

= p

e− 1 + p
+

+∞∑
n=0

+∞∑
k=1

p

(1− p)k!n
k

(
1− p

e

)n

[théorème de Fubini, cas positif]

= p

e− 1 + p
+ p

(1− p)

+∞∑
n=0

(
1− p

e

)n +∞∑
k=1

nk

k!

= p

e− 1 + p
+ p

(1− p)

+∞∑
n=0

(
1− p

e

)n

(en − 1)
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= p

e− 1 + p
+ p

(1− p)

(+∞∑
n=0

(1− p)n −
+∞∑
n=0

(
1− p

e

)n
)

= p

e− 1 + p
+ p

(1− p)

(
1

1− (1− p) −
1

1− 1−p
e

)

= p

e− 1 + p
+ p

(1− p) ×
e− 1 + p− ep

p(e− 1 + p)
= 1

Q21. Calculer la somme
+∞∑
k=0

k P (Y = k).

+∞∑
k=0

k P(Y = k) =
+∞∑
k=1

p

(1− p)(k − 1)!fk

(
1− p

e

)

=
+∞∑
k=0

+∞∑
n=0

p

(1− p)k!n
k+1

(
1− p

e

)n

=
+∞∑
n=0

+∞∑
k=0

p

(1− p)k!n
k+1

(
1− p

e

)n

[théorème de Fubini, cas positif]

= p

(1− p)

+∞∑
n=0

n

(
1− p

e

)n +∞∑
k=0

nk

k!

= p

1− p

+∞∑
n=0

n

(
1− p

e

)n

en

= p

1− p

+∞∑
n=0

n (1− p)n

= p

1− p
× 1− p

(1− (1− p))2

= 1
p

1.2.2. Pile ou face infini

On considère la répétition infinie du lancer d’une pièce dont la probabilité de « faire pile » est p. Pour modéliser cette
expérience, on admet que l’on peut définir une suite (Xn)n∈N∗ de variables aléatoires indépendantes de même loi de
Bernoulli de paramètre p. Pour tout n ∈ N∗, [Xn = 1] désigne l’événement « le n-ième lancer donne pile » et [Xn = 0]
désigne l’événement « le n-ième lancer donne face ».
Par ailleurs, pour tout n ∈ N∗, on définit An et Bn par :
• An : « à l’issue des 2n premiers lancers, il y a autant de piles que de faces » ;
• Bn : « à l’issue des 2n premiers lancers, il y a pour la première fois autant de piles que de faces ».

Par exemple, si les six premiers lancers donnent dans l’ordre (face, face, pile, pile, face, pile), A1 n’est pas réalisé mais A2
et A3 le sont, B2 est réalisé mais B1 et B3 ne le sont pas.
Enfin on définit C, « au bout d’un certain nombre (non nul) de lancers, il y a autant de piles que de faces ». On admet
que, pour tout n ∈ N∗, An et Bn sont des événements.

Q22. Soit n ∈ N∗. Exprimer An à l’aide des variables X1, . . . , X2n et en déduire P (An).

D’une part, An = (X1 + . . . + X2n = n). D’autre part, comme X1, . . . , X2n sont des variables aléatoires
indépendantes suivant toutes la loi B(p), X1 + . . . + X2n suit la loi binomiale B(2n, p). Donc :

P(An) =
(

2n

n

)
pn (1− p)n

Q23. Montrer que les événements (Bn)n∈N∗ sont incompatibles.
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Soit n et k deux entiers distincts. Bn ∩Bk est l’événement «pour la première fois, il y a autant de piles que
deux faces à l’issue des 2n et 2k lancers». Il faudrait se décider au rang 2n ou 2k, les deux en même temps
n’est pas possible «pour la première fois».
Ainsi Bn ∩Bk = ∅ ou encore Bn et Bk sont incompatibles.

Q24. Montrer que C est un événement.

Pour qu’il y ait exactement autant de piles que de faces, il faut un nombre pair de lancers. Donc C =
+∞⊔
n=1

Bn.

Comme une tribu est stable par réunion dénombrable et que, pour tout n ∈ N, Bn ∈ A, C ∈ A.

Q25. On pose A0 = Ω. Montrer que, pour tout n ∈ N∗, P (An) =
n∑

k=1
P (Bk) P (An−k).

Remarquons que An =
n⊔

k=1
(Bk ∩An). Par additivité de P :

P(An) =
n∑

k=1
P(An ∩Bk) =

n∑
k=1

P(Bk) PBk
(An)

Or :
∀k ∈ J1, kK PBk

(An) = P(An−k)

car sachant que la première fois qu’il y a autant de piles que de faces est au 2kème lancer, pour qu’il y ait
autant de piles que de faces est au 2nème lancer, il faut (et il suffit) que les 2(n−k) lancers entre le (2k+1)ème

lancer et le 2nème comportent autant de piles que de faces.

Ainsi pour tout n ∈ N∗, P(An) =
n∑

k=1
P(Bk) P(An−k).

Q26. À l’aide notamment de la formule obtenue en Q17, montrer que, pour tout n ∈ N∗ :

P (Bn) = 2
n

(
2n− 2
n− 1

)(
p(1− p)

)n

Procédons par récurrence forte sur n.

(I) P(B1) = P((X1 = 1 ∩ X2 = 0) ⊔ (X1 = 0 ∩ X2 = 1)) = 2p(1− p) = 2
1

(
1− 1
2− 2

)
(p(1− p))1

(H) Soit n un entier naturel non nul. Supposons que, pour tout k ∈ J1, nK :

P(Bk) = 2
k

(
2k − 2
k − 1

)(
p(1− p)

)k

Alors d’après la question précédente, P(An+1) =
n+1∑
k=1

P(Bk) P(An+1−k). Donc :

P(Bn+1) = 1
P(A0)

(
P(An+1 −

n∑
k=1

P(Bk) P(An+1−k)
)

D’après Q22, P(An) =
(2n

n

)
pn(1− p)n. Donc :

P(Bn+1) =
(

2(n + 1)
n + 1

)
(p(1− p))n+1 −

n∑
k=1

P(Bk)
(

2(n + 1− k)
n + 1− k

)
(p(1− p))n+1−k

Et par hypothèse de récurrence :

P(Bn+1) =
(

2(n + 1)
n + 1

)
(p(1− p))n+1 −

n∑
k=1

2
k

(
2k − 2
k − 1

)(
p(1− p)

)k
(

2(n + 1− k)
n + 1− k

)
(p(1− p))n+1−k
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Ainsi :

P(Bn+1) =
(

2(n + 1)
n + 1

)
(p(1− p))n+1 −

n−1∑
k=0

2
k + 1

(
2k

k

)(
2(n− k)

n− k

)(
p(1− p)

)n+1

D’après l’identité obtenue en Q17 :

P(Bn+1) =
(

2(n + 1)
n + 1

)
(p(1− p))n+1 −

((
2n + 2
n + 1

)
− 2

n + 1

(
2n

n

)(
2n− 2n

n− n

))(
p(1− p)

)n+1

Donc P(Bn+1) = 2
n + 1

(
2(n + 1)− 2

n + 1− 1

)(
p(1− p)

)n+1
.

Q27. On suppose que p ̸= 1
2. Démontrer que P (C) = 1−

√
1− 4p(1− p).

Indication : on pourra utiliser la formule obtenue en Q15.

Nous avons remarqué en Q24 que C =
+∞⊔
n=1

Bn. Par σ-additivité de P :

P(C) =
+∞∑
n=1

P(Bn)

D’après la question précédente :

P(C) =
+∞∑
n=1

2
n

(
2n− 2
n− 1

)(
p(1− p)

)n

Et par changement d’indice :

P(C) =
+∞∑
n=0

2
n + 1

(
2n

n

)(
p(1− p)

)n+1

Or p ∈ ]0, 1[ \
{

1
2

}
. Donc p(1− p) = 1

4 −
(2p− 1)2

4 ∈
]
0,

1
4

[
. D’après l’identité obtenue en Q15 :

P(C) = 2p(1− p)
1−

√
1− 4p(1− p)

2p(1− p)

Ainsi P(C) = 1−
√

1− 4p(1− p).

Q28. On suppose que p = 1
2. Démontrer que C est un événement presque sûr.

Remarquons que la série
∑
n⩾0

(
2n

n

) ( 1
4
)n

n + 1 converge (absolument). En effet d’après la formule de Stirling :

(
2n

n

) ( 1
4
)n

n + 1 ∼
n→+∞

(2n)2n
√

2π2n

e2n

(en)2

(nn
√

2πn)2
1

n4n

Donc : (
2n

n

) ( 1
4
)n

n + 1 ∼
n→+∞

1
√

2π n
3
2

Comme
∑
n⩾1

1

n
3
2

converge absolument (série de Riemann), nous déduisons le résultat annoncé du théorème

de comparaison pour les séries absolument convergentes.

Nous en déduisons que la série de fonctions
∑
n⩾0

(
x 7−→

(
2n

n

)
xn

n + 1

)
converge normalement, donc uniformé-
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ment, sur
[
−1
4 ,

1
4

]
. En effet :

∣∣∣∣∣∣∣∣x 7−→ (
2n

n

)
xn

n + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞,[ −1

4 , 1
4 ]

=
(

2n

n

) ( 1
4
)n

n + 1

Comme de plus toute fonction polynomiale est continue sur
[
−1
4 ,

1
4

]
, la fonction x 7→

+∞∑
n=0

(
2n

n

)
xn

n + 1 est

continue sur
[
−1
4 ,

1
4

]
, en particulier en 1

4 . Nous en déduisons que :

+∞∑
n=0

(
2n

n

) ( 1
4
)n

n + 1 = 2 [cf. Q15]

Ainsi P(C) =
+∞∑
n=0

2
n + 1

(
2n

n

)(
1
4

)n+1
= 1.

2. Étude de sommes doubles

2.1. Théorèmes de Fubini

Q29. Énoncer le théorème de Fubini pour une famille (ai,j)(i,j)∈N2 de nombres réels positifs.

Cf. théorème 86 du polycopié de cours « Procédés sommatoires discrets ».

Q30. Énoncer le théorème de Fubini pour une famille (ai,j)(i,j)∈N2 de nombres complexes.

Cf. théorème 110 du polycopié de cours « Procédés sommatoires discrets ». L’hypothèse fondamentale de
sommabilité de la famille double doit être mentionnée.

2.2. Une première application
Soit x ∈ ]− 1, 1[.

Q31. Montrer que la série
∑
n⩾1

n xn

1− xn
converge et que

+∞∑
n=1

n xn

1− xn
=

+∞∑
n=1

+∞∑
k=0

n xn(1+k).

• Puisque |x| < 1, on a : ∣∣∣∣ nxn

1− xn

∣∣∣∣ ∼
n→+∞

|nxn|

Or
∑

nxn converge (Q2). Donc d’après le critère d’équivalence pour les séries à termes positifs, la série∑
n⩾1

nxn

1− xn
converge absolument.

• Posons, pour (n, k) ∈ N∗ × N, an,k = nxn(1+k) = nxn(xn)k. Pour tout n fixé, la série géométrique∑
k⩾0

an,k est absolument convergente et
+∞∑
k=0

an,k = nxn

1− xn
. Ainsi :

+∞∑
n=1

nxn

1− xn
=

+∞∑
n=1

+∞∑
k=0

nxn(1+k)

Q32. Montrer que la série
∑
p⩾1

xp

(1− xp)2 converge et que sa somme est égale à celle de la série
∑
n⩾1

n xn

1− xn
.
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Considérons de nouveau la famille (an,k = nxn(xn)k)(n,k)∈N∗×N introduite à la question précédente.
• De la question précédente, nous déduisons :

+∞∑
n=1

+∞∑
k=0
|an,k| =

+∞∑
n=1

n |x|n

1− |x|n
< +∞

Grâce au théorème de Fubini (cas positif), nous en déduisons que la famille (an,k)(n,k)∈N∗×N est som-
mable.

• Le théorème de Fubini (cas complexe) livre également :

(a) la convergence absolue de la série
∑
n⩾1

an,k ;

(b) la convergence absolue de la série
∑
k⩾0

an,k (ce que nous savons déjà) ;

(c) la convergence absolue de la série
∑
k⩾0

+∞∑
n=1

an,k ;

(d) la convergence absolue de la série
∑
n⩾1

+∞∑
k=0

an,k (ce que nous savons déjà) ;

(e) l’identité :
+∞∑
k=0

+∞∑
n=1

an,k =
+∞∑
n=1

+∞∑
k=0

an,k

Or pour tout k ∈ N fixé, on a :

+∞∑
n=1

an,k =
+∞∑
n=1

n(x1+k)n = x1+k

(1− x1+k)2

[
Q3 appliquée à x← x1+k ∈ ]− 1, 1[

]
Après réindexation, on déduit de (c) que la série

∑
p⩾1

xp

(1− xp)2 converge. D’après (e) et le résultat de

la question précédente, la somme de la série
∑
p⩾1

xp

(1− xp)2 est égale à celle de la série
∑
n⩾1

nxn

1− xn
.

2.3. Une deuxième application

On rappelle que
+∞∑
k=1

1
k2 = π2

6 .

Q33. Montrer que l’on peut définir, pour tout n ∈ N∗, un = n

+∞∑
k=n

1
k3(k + 1) .

On a :
1

k3(k + 1) ∼
k→+∞

1
k4 > 0

D’après le cours sur les séries de Riemann et le théorème d’équivalence pour les séries à termes positifs, la

série
∑
k⩾1

1
k3(k + 1) converge. Donc, quel que soit n ∈ N∗, le nombre un = n

+∞∑
k=n

1
k3(k + 1) existe bien.

Q34. Montrer que la série
∑
n⩾1

un converge et calculer sa somme.

Posons, pour (n, k) ∈ (N∗)2 :

an,k =
{ 0 si k < n

n

k3(k + 1) si k ⩾ n
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qui est une famille de nombres positifs ou nuls. On remarque que pour tout n fixé,
+∞∑
k=1

an,k = un donc :

+∞∑
n=1

+∞∑
k=1

an,k =
+∞∑
n=1

un ∈ [0, +∞]

D’autre part, pour k fixé, on a :

+∞∑
n=1

an,k =
k∑

n=1

n

k3(k + 1) = 1
k3(k + 1)

k(k + 1)
2 = 1

2k2

Ainsi :
+∞∑
k=1

+∞∑
n=1

an,k = 1
2

+∞∑
k=1

1
k2 = π2

12

D’après le théorème de Fubini (cas positif) :

+∞∑
n=1

un =
+∞∑
n=1

+∞∑
k=1

an,k =
+∞∑
k=1

+∞∑
n=1

an,k = π2

12

2.4. Un premier contre-exemple

On considère la famille (bi,j)(i,j)∈N2 définie, pour tout (i, j) ∈ N2, par bi,j =


0 si i > j
−1 si i = j
1

2j−i
si i < j

Q35. Montrer l’existence de
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

bi,j et calculer sa valeur.

Soit i ∈ N fixé, alors la série
∑
j⩾0

bi,j est convergente car (bi,j)j⩾i+1 est géométrique de raison 1
2 , et :

+∞∑
j=0

bi,j = −1 +
+∞∑

j=i+1

1
2j−i

= −1 +
+∞∑
k=1

1
2k

= −1 + 1 = 0

En conséquence la série de terme général
+∞∑
j=0

bi,j est convergente car c’est la série nulle. Le nombre
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

bi,j

existe et est nul.

Q36. Montrer l’existence de
+∞∑
j=0

+∞∑
i=0

bi,j et calculer sa valeur.

Soit j ∈ N fixé. Alors la série
∑

i⩾0 bi,j est convergente car (bi,j)i⩾0 est nulle à partir d’un certain rang, et :

+∞∑
i=0

bi,j =
j−1∑
i=0

1
2j−i

− 1 = 1
2j

1− 2j

1− 2 − 1 = − 1
2j

Donc la série de terme général
+∞∑
i=0

bi,j est convergente car c’est une série géométrique de raison 1
2 . Donc le

nombre
+∞∑
j=0

+∞∑
i=0

bi,j existe et vaut
+∞∑
j=0

−1
2j

= −2.

Q37. A-t-on
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

bi,j =
+∞∑
j=0

+∞∑
i=0

bi,j ?
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Ainsi les nombres
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

bi,j et
+∞∑
j=0

+∞∑
i=0

bi,j existent mais ne sont pas égaux. Ceci ne contredit pas le théorème

de Fubini, puisque l’on a ici
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0
|bi,j | = +∞.

2.5. Un deuxième contre-exemple

On considère la famille (ci,j)(i,j)∈N2 définie, pour tout (i, j) ∈ N2, par ci,j =

 0 si i > j
j si i = j

−2 i 3i−j si i < j

Q38. Montrer l’existence de
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

ci,j et calculer sa valeur.

Comme dans la partie précédente, pour i ∈ N fixé, la série
∑
j⩾0

ci,j est convergente car géométrique de raison

1
3 à partir d’un certain rang. De plus :

+∞∑
j=0

ci,j = i +
+∞∑

j=i+1
= i− 2i

+∞∑
j=i+1

3i−j = i− 2i

+∞∑
k=1

1
3k

= i− 2i
1

3
(
1− 1

3
) = i− 2i

1
2 = 0

Ainsi le nombre
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

ci,j existe et est égal à 0.

Q39. Soit j ∈ N. Montrer que la série
∑
i⩾0

ci,j converge et que
+∞∑
i=0

ci,j = 1
2

3j − 1
3j−1 .

Soit j ∈ N. La série
∑
i⩾0

ci,j est convergente car nulle à partir d’un certain rang et :

+∞∑
i=0

ci,j =
j−1∑
i=0

(−2i3i−j) + j = j − 2
3j

j−1∑
i=0

i3i

Supposons j ⩾ 1. La fonction :

f : x 7−→
j−1∑
i=0

xi = xj − 1
x− 1

est dérivable sur ]1, +∞[ et :

∀x > 1 f ′(x) =
j−1∑
i=1

ixi−1 = jxj−1(x− 1)− (xj − 1)
(x− 1)2

En particulier
j−1∑
i=0

i3i = 3f ′(3) = 32j 3j−1 − (3j − 1)
4 et ainsi

+∞∑
i=0

ci,j = j − 2
3j

2j 3j − 3(3j − 1)
4 = j − j + 3(3j − 1)

2× 3j
= 1

2
3j − 1
3j−1 ,

Ce résultat étant également valable pour j = 0 car dans ce cas
+∞∑
i=0

ci,j = 0.

Ainsi la série
∑
i⩾0

ci,j est convergente et
+∞∑
i=0

ci,j = 1
2

3j − 1
3j−1 .
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Q40. Quelle est la nature de la série
∑
j⩾0

+∞∑
i=0

ci,j ?

On remarque que
+∞∑
i=0

ci,j −→
j→+∞

3
2 , la série

∑
j⩾0

+∞∑
i=0

ci,j est donc grossièrement divergente. On est à nouveau

dans un cas où la famille n’est pas sommable, ce qui explique que les deux sommes doubles puissent avoir un
comportement différent.

3. Décomposition de Dunford

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie p ⩾ 1 et u un endomorphisme de E. On note λ1, . . . , λr les valeurs
propres complexes deux à deux distinctes de u et m1, . . . , mr leurs multiplicités respectives, de sorte que le polynôme
caractéristique de u s’écrit :

χu =
r∏

k=1
(X − λk)mk

3.1. Sous-espaces caractéristiques
Q41. On pose, pour tout k ∈ N, Nk := Ker ((u− λk idE)mk ). Démontrer que E =

r⊕
k=1

Nk.

Soient k, ℓ des entiers distincts de J1, rK. Les polynômes X − λk et X − λℓ sont irréductibles, unitaires et
distincts. D’après le théorème fondamental de l’arithmétique polynomiale, les polynômes (X − λk)mk et
(X − λℓ)mℓ sont premiers entre eux.
Comme les polynômes (X − λ1)m1 , . . . (X − λr)mr sont deux à deux premiers entre eux, nous pouvons
appliquer le lemme des noyaux pour obtenir :

Ker (χu(u)) =
r⊕

k=1
Nk

D’après le théorème de Cayley-Hamilton, χu(u) = 0L(E), donc Ker (χu(u)) = E.
Ainsi avons-nous établi :

E =
r⊕

k=1
Nk

Q42. Soit k ∈ J1, nK fixé. On note Qk :=
r∏

ℓ=1
ℓ ̸=k

(X − λℓ)mℓ . Justifier qu’il existe deux polynômes Ak, Bk de C[X] tels que :

(X − λk)mk Ak + Qk Bk = 1

puis démontrer que la projection pk de E sur Nk parallèlement à
r⊕

ℓ=1
ℓ ̸=k

Nℓ est un polynôme d’endomorphisme en u,

i.e. pk ∈ C[u].

Les polynômes X −λ1, . . . , X −λr sont irréductibles, unitaires et distincts. D’après le théorème fondamental
de l’arithmétique polynomiale, les polynômes :

(X − λk)mk et Qk :=
r∏

ℓ=1
ℓ ̸=k

(X − λℓ)mℓ

sont premiers entre eux.
D’après le théorème de Bézout :

∃ (Ak, Bk) ∈ C[X]2 (X − λk)mk Ak + Qk Bk = 1
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Nous en déduisons que :
(u− λk idE)mk ◦Ak(u) + Qk(u) ◦Bk(u) = idE

Soit x ∈ E. De la décomposition de idE précédente, nous déduisons la décomposition de x suivante.

x = (u− λk idE)mk ◦Ak(u)(x)︸ ︷︷ ︸
=:y

+ Qk(u) ◦Bk(u)(x)︸ ︷︷ ︸
=:z

Comme :
Qk(u)(y) = Qk(u) ◦ (u− λk idE)mk ◦Ak(u)(x) = Ak(u) ◦ χu(u)(x) = 0E

et :
(u− λk idE)mk (z) = (u− λk idE)mk ◦Qk(u) ◦Bk(u)(x) = Bk(u) ◦ χu(u)(x) = 0E

il vient z ∈ Ker ((u− λk idE)mk ) et :

y ∈ Ker (Qk(u)) = Ker

 r∏
ℓ=1
ℓ ̸=k

(X − λℓ)mℓ(u)

 =
r⊕

ℓ=1
ℓ ̸=k

Nℓ [lemme des noyaux]

Comme :
x = z︸︷︷︸

∈Ker((u−λk idE)mk )

+ y︸︷︷︸
∈
⊕r

ℓ=1
ℓ ̸=k

Nℓ

il vient :
pk(x) = z = Qk(u) ◦Bk(u)(x)

Ceci étant vrai pour un vecteur x quelconque de E, nous en déduisons :

pk = Qk(u) ◦Bk(u) ∈ C[u]

3.2. Existence de la décomposition de Dunford
Q43. Démontrer qu’il existe deux endomorphimes d et n de E tels que :

(a) u = d + n ;
(b) d est diagonalisable ;
(c) n est nilpotent ;
(d) d ◦ n = n ◦ d.

Indication : on pourra chercher l’endomorphisme d de E dans l’ensemble Vect (p1, . . . , pr).

Une telle décomposition de u est appelée « décomposition de Dunford de u », bien qu’il soit plus légitime de la
nommer « décomposition de Jordan-Chevalley ».

Analyse. Supposons qu’il existe des nombres complexes α1, . . . , αr tels que les endomorphismes de E définis
par :

d :=
r∑

k=1
αk pk ∈ Vect (p1, . . . , pr) ⊂ C[u] et n := u− d ∈ C[u]

vérifient les conditions (b), (c), (d).
Soient k ∈ J1, rK et xk ∈ Nk = Im (pk). Alors :

xk = pk(xk) [pk est un projecteur]

Soit ℓ ∈ J1, rK \ {k}. Alors :
pℓ(xk) ∈ Im (pℓ) = Nℓ

Comme pℓ ∈ C[u] et Nk est le noyau d’un polynôme d’endomorphisme en u, pℓ stabilise Nk. Ainsi :

pℓ(xk) ∈ Nk

Comme les sous-espaces vectoriels Nk et Nℓ sont en somme directe :

pℓ(xk) ∈ Nℓ ∩ Nk = {0E}

David Blottière 17 version du 24 février 2025



Lycée Henri Poincaré, Nancy Mathématique MPI-MPI* 2425

Nous en déduisons que :
d(xk) = αk pk(xk) = αk xk

Supposons désormais que xk est un vecteur propre de u pour la valeur propre λk. Notons que xk appartient
bien à Nk car :

xk ∈ Eλk
(u) := Ker (u− λk idE) ⊂ Ker ((u− λk idE)mk ) =: Nk

Alors :
λk xk = u(xk) = d(xk) + n(xk) = αk xk + n(xk)

et xk est un vecteur propre de n pour la valeur propre λk − αk. Comme n est nilpotent, son unique valeur
propre est 0, d’où αk = λk.
Synthèse. Notre analyse nous invite à introduire les endomorphismes d et n de E définis par :

d :=
r∑

k=1
λk pk ∈ Vect (p1, . . . , pr) ⊂ C[u] et n := u− d ∈ C[u]

et à vérifier qu’ils satisfont bien les conditions (a), (b), (c), (d).
(a) Par construction, u = n + d.
(d) Comme la C-algèbre C[u] est commutative, d ∈ C[u] et n ∈ C[u], d ◦ n = n ◦ d.
(b) Soient k ∈ J1, rK et xk ∈ Nk. D’après l’étude réalisée dans l’analyse :

d(xk) = λk xk

Nous en déduisons que toute base de E adaptée à la décomposition E =
r⊕

k=1
Nk est formée de vecteurs

propres pour d. L’endomorphisme d est donc diagonalisable.
(c) Posons m := max {m1, . . . , mr}. Soient k ∈ J1, rK et xk ∈ Nk. Nous savons déjà que :

n(xk) = u(xk)− d(xk) = u(xk)− λk xk = (u− λk idE)(xk)

Comme n ∈ C[u] et Nk est le noyau d’un polynôme d’endomorphisme en u, n stabilise Nk. Nous en
déduisons (raisonnement par récurrence omis) que :

nmk (xk) = (u− λk idE)mk (xk) = 0E [xk ∈ Nk := Ker ((u− λk idE)mk )]

A fortiori, nm(xk) = 0E .
Soit x ∈ E. Nous savons qu’il existe un (unique) r-uplet (x1, . . . , xr) ∈ N1 × . . .×Nr tel que :

x = x1 + . . . + xr

Nous en déduisons que :

nm(x) = nm(x1) + . . . + nm(xr) = 0E + . . . + 0E = 0E

3.3. Unicité de la décomposition de Dunford

Q44. Soient n1, n2 deux endomorphismes nilpotents de E tels que n1 ◦ n2 = n2 ◦ n1. Démontrer que l’endomorphisme
n1 + n2 de E est nilpotent.

Notons ν1 le nilindice de n1 et ν2 le nilindice de n2. Comme les endomorphismes n1 et n2 commutent, nous
pouvons appliquer la formule du binôme de Newton pour obtenir :

(n1 + n2)ν1+ν2 =
ν1+ν2∑
k=0

(
ν1 + ν2

k

)
nk

1 ◦ nν1+ν2−k
2

Si k ∈ Jν1, ν1 + ν2K, alors nk
1 = 0L(E) et donc :(

ν1 + ν2

k

)
nk

1 ◦ nν1+ν2−k
2 = 0L(E)
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Si k ∈ J0, ν1 − 1K, alors ν1 + ν2 − k ⩾ ν2 + 1 et nν1+ν2−k
2 = 0L(E). Dans ce cas, on a également :(

ν1 + ν2

k

)
nk

1 ◦ nν1+ν2−k
2 = 0L(E)

Nous en déduisons que (n1 + n2)ν1+ν2 = 0L(E).

Q45. Soient d1, d2 deux endomorphismes diagonalisables de E tels que d1 ◦ d2 = d2 ◦ d1. Démontrer qu’il existe une base
B de E telle que les matrices MatB(d1) et MatB(d2) soient diagonales.

Comme d1 est diagonalisable :
E =

⊕
α∈Spec(d1)

Eα(d1)

Soit α ∈ Spec(d1). Comme d1 et d2 commutent, l’endomorphisme d2 stabilise Eα(d1). Comme d2 est diagona-
lisable, son induit sur Eα(d1) (qui est donc bien défini) est également diagonalisable. Il existe donc une base
Bα de Eα(d1) formée de vecteurs propres pour d2. Une telle base est bien sûr également formée de vecteurs
propres pour d1.
En concaténant les bases Bα (α ∈ Spec(d1)) ainsi construites, on obtient une base B de E formée de vecteurs
propres pour d1 et d2. Les matrices MatB(d1) et MatB(d2) sont donc diagonales.

Q46. Soient d1 et n1 deux endomorphismes de E tels que :
(a) u = d1 + n1 ;
(b) d1 est diagonalisable ;
(c) n1 est nilpotent ;
(d) d1 ◦ n1 = n1 ◦ d1.

Démontrer que d1 = d et n1 = n, où n et d ont été construits à la question 43.
Indication : les endomorphismes d et n sont des polynômes d’endomorphismes en u.

Comme d1 commute avec d1 et n1, d1 commute avec u, donc avec tout polynôme d’endomorphisme en
u. En particulier d1 et d commutent. De la question 45, nous déduisons que l’endomorphisme d − d1 est
diagonalisable.
Comme n1 commute avec n1 et d1, n1 commute avec u, donc avec tout polynôme d’endomorphisme en u. En
particulier n1 et n commutent. De la question 44, nous déduisons que l’endomorphisme n1 − n est nilpotent.
Ainsi l’endomorphisme :

d− d1 = n1 − n [conséquence de u = n + d = n1 + d1]

est diagonalisable et nilpotent. Son polynôme minimal est donc scindé à racines simples et divise Xp (théorème
de Cayley-Hamilton). Il est donc égal à X, d’où :

d− d1 = n1 − n = 0L(E) [le polynôme minimal est un polynôme annulateur]

3.4. Polynôme caractéristique/minimal de la composante diagonalisable
Q47. Démontrer que χd = χu.

Soit B une base de E adaptée à la décomposition E =
r⊕

k=1
Nk. D’après notre réponse à la question 43 :

MatB(d) = diag
(
λ1 Idim(N1), . . . , λr Idim(Nr)

)
d’où :

χd =
r∏

k=1
(X − λk)dim(Nk)

D’après le cours sur les sous-espaces caractéristiques, pour tout k ∈ J1, rK, mk = dim (Nk). Ainsi :

χd =
r∏

k=1
(X − λk)mk = χu
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Q48. Que vaut le polynôme minimal πd de d ?

D’après la question précédente :
Spec(d) = {λ1, . . . , λr}

Les racines de πd sont donc précisément les complexes λ1, . . . , λr. Comme d est diagonalisable, πd est scindé
à racines simples sur C. En ajoutant que πd est unitaire, nous en déduisons que :

πd =
r∏

k=1
(X − λk)
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