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1. Séries entieres et jeu de pile ou face

Notations.
e R, [X] désigne I'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal & n & coeflicients réels.

e (Hj)jen désigne la famille de polynémes définie par Hy = 1 et, pour tout j € N* :

e Pour (k,n) € N2, on note (Z Z

e [a,b] désigne I’ensemble des entiers compris entre a et b. Ainsi [a, 0] ={n € Z : a < n < b}

0
) le coefficient binomial k parmi n. On note (0> =1let ( > =0sik>n.

1.1. Utilisation de séries entiéres

1.1.1. Une premieére formule

Q1. Donner sans démonstration le rayon de convergence et la somme de la série entiere réelle E ™.
n=0

La série entiere E ™ a pour rayon de convergence 1.
n>=0

Notons f sa somme. Pour tout z € | — 1,1[, f(z) =

1—z°

Q2. En déduire le rayon de convergence et la somme de la série entiere réelle E nx'.
n=0

Pour toute suite (a,)neN, les séries entiéres g an, " et E n%apz"™ (o € R) ont méme rayon de convergence.
n=>0 n=0
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Donc la série entiere Z nz™ a également pour rayon de convergence 1.

n=0
De plus, par propriété de dérivation de la somme d’une série entiére sur son intervalle ouvert de convergence,
f est de classe C* sur | — 1, 1] et, pour tout z € | — 1, 1] :

1 = 1 1
f'(w) = ;m”’ O

n
Q3. Pour k£ € N, montrer que la série entiere Z < >x" admet 1 pour rayon de convergence et calculer, pour tout

n>=0
400 n
x €] —1,1], la somme Z (k) x".

n=0

= I et donc :

k) n—+oo k!

2.5 a5 ny ., A 2.5 a8 1 i .
Donc la série entiere E i z" a le méme rayon de convergence que la série entiere 7l g n z", qui vaut
n>0 "n>0
1 par la « regle n® » rappelée ci-dessus.

Soit k € N fixé. Pour tout n > k on a ("> nn—1)---(n—k+1)

k!

m (justification par récurrence sur

La dérivée k-ieme de f est donnée pour z € | — 1, 1[ par f¥)(z) =
k) et par ailleurs en dérivant k fois la somme de la série entiére Z 2" sur son intervalle ouvert de convergence

n=0
on obtient pour x € | — 1, 1] :

+o0 T
f®(z) = Zn(n— D (n—k+1)z"F =kl Z (k)x”_k

n=~k n=~k
et ainsi :
D n D n 2 D n k .’Ek (k) xk
n __ n __ n— — —_
S ()= () =X (1) = @ = e

1.1.2. Utilisation d’une famille de polynémes

—+oo
Pour tout k£ € N, on note fi: z +—> Z nkam.

n=0

Q4. Montrer que, pour tout k € N, f; est définie sur | — 1, 1].

Soit k € N. Comme précisé a la question précédente, le rayon de convergence de la série entiere Z nFa™ est
n>0
égal a 1. Donc la fonction fj est donc définie sur | — 1,1].

k
Q5. Soit k € N. Montrer qu'il existe un unique (a0, ..., k) dans R**1 telle que X* = ZO&kJ’ H;.
§=0

Pour tout ¢ € [0,k], H; est un polyndme a coefficients réels de degré ¢. D’aprés le théoréme des degrés
échelonnés (version forte), la famille (Hy, ..., Hy) est une base de Ry[X].
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Comme X* € Ry[X], il existe un unique (agp,- - ., ax k) dans R¥*1 telle que

k
)  XF=> a; H
j=0

Q6. Pour k£ € N, donner les valeurs de a0 et ag k.

Pour k£ = 0, on a directement a o = 1.
Soit k > 1, alors en évaluant la relation (x) en 0 on obtient, compte tenu de Hy(0) = 0 pour tout k& > 1, que
aE.o0 = 0.

(0%
En identifiant les coefficients des termes de degré k dans (x), absents dans H; si j < k, on obtient 5D

et donc oy, = k! .

=1

-1 .
Q7. Pour tout (j,k) € N? tel que 1 < j < k, montrer que ay ; = j* — Z (j,>ak7i.
i
i=0

Soient deux entiers j et k tels que 1 < j < k.
k
En évaluant la relation () en j, on obtient j* = Z ag;Hi(j). Si j < ialors X — j est un facteur de H; et
i=0
donc H;(j) = 0. En revanche si j > 4 on obtient :
i—1

Hi(j):%H(.ie):j(j—l)..t(jfz&rl) _ (])

! 7! 7
£=0

j .
On obtient finalement j* = Z Qg (‘7> et, en isolant le terme i = j :
i
i=0

j—1 .
: Z J
ak,j = jk — Oékﬂ' (Z) °
=0

P
Q8. Montrer que, pour tout k € N, il existe un unique polynéme réel Py, tel que, pour tout  €]—1,1[, fi(z) = i k(C;ZH
x
et que ce polyndme vérifie la relation :
k
Pe=) ap; X7 (1- X))
§=0
Soit k un entier naturel. Soit = un réel de | — 1, 1].
+oo k
e Par définition, fr(z) = Z nFz". Or dapres Q5, n* = > ap;H;(n). Donc fir(z) =
= j=0

+oco k "

> 2 ok Hy(n)a".

n=0j=0

k “+o00
Par linéarité de la somme de séries convergentes, fi(z) = > ax; ». H;j(n)z".
§=0 n=0

n in> i
Or par définition Hj(n) = { (J) SL =]

n
. . Mais par convention ( ) =0sij <n.Donc:
0 sinon j
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Q9.

Q10.

Q11.
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k +o0 400 P
Ainsi fi(z) = Zak,j Z (?) ™. D’apres la question 3, Z (Z) " = JW Ainsi :
§=0

n=0 n=0

k . .
; > ag a? (1 —z)*
x =0

k
fe(z) = Jz::OO‘k,j (1 —z)i+ = (1 — z)ht1

P,
e Soit Py et Q) deux polynomes tel que pour tout x €] — 1, 1[, f(z) = (1—169(:;’2*‘1 et f(z) = m

Alors pour tout « €] — 1,1[, Px(z) = Qr(z). Comme le polynéme Py — Qi posséde une infinité de
racines (tous les nombres de | — 1, 1[), le polynome P, — Q est le polynéme nul.

Finalement pour tout k& € N, il existe un unique polynéme réel Py tel que, pour tout = €] — 1,1] :

k
et Pp= Zak,jxj(l — X)k=i
=0

P (x
fx) = 1 _ki)IZH

Montrer que, pour tout k € N, Pyy1 =X (1 - X) P+ (k+1) X P.

Soit k£ un entier naturel. Par définition :
+oo
Vee]—1,1] fk(m)=an1:"
n=0
En tant que somme de série entiére de rayon de convergence 1, fj est dérivable sur | — 1,1] et :

+ oo
Vee|-1,1  fi(z)= an+1xn_1
n=0

Donc :
Vze]l-L1[  fir1(2) = zfi(2)
Or : Pu(z)
vwel =Ll fi(@) = 5 _’“w)kﬂ
Pone: 1 P/ k+1)P
el g = UZDHEE B 4 DAt
Alors :

Vee]l-1,1]  frua(z) = z(1— x)Plg((lmzz)(inj 1)z Py ()

Par unicité du polynome Py :
P =XA-X)P+ (k+1)XP

Calculer explicitement Py, P, P5 et Ps.

Clairement Py = 1 et P; = X. A Daide de la relation de récurrence obtenue en Q9, on en déduit :
P=X(1-X)+2X>=X2+X
et

PX)=X1-X)2X +1)+3X(X?+X) =2X2+ X - 2X3 - X2 +3X3+3X?> = X3 +4X2 + X

Déterminer, pour tout k € N, le degré de Py ainsi que son coefficient dominant.

Q10 nous invite a démontrer par réccurence que sur k que Py est un polynéme de degré k et que son coefficient
dominant [Pyl vaut 1.
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(I) Py, P1, P> et P sont des polynéme de degrés respectifs 0, 1, 2 et 3 et leur coefficient dominant vaut 1.

(H) Soit k un entier naturel. Supposons que Py est un polynome de degré k et que son coefficient dominant
vaut 1. D’apres QO :
P =XA-X)P,+ (k+1)XPy

Donc Pj41 est un polynéme de degré inférieur ou égal a k + 1 et
[Pret1]k+1 = =k [Pele + (b + 1) [Pele = [Pele = 1

Donc Pj41 est un polynéme de degré k + 1 et de coeflicient dominant a 1.

Ainsi, pour tout £ € N, Py est un polynéme de degré k et que son coefficient dominant vaut 1.

1
Q12. Calculer, pour tout k¥ € N*, pour tout = € ]0, 1], i p (=
x

Indication : on pourra étudier la question pour k € {1,2,3} afin d’établir une conjecture.

Nous calculons, pour tout z €10,1] :

1 1 1 1
.’172 P1 () =T = Pl(x) .’1?3 P2 <> = 3’33 (2 + ) =x+m2 = PQ(J,‘)
T T T T

1
Nous démontrons, par récurrence sur k € N*, que, pour tout = €]0, 1], " P, () = Pi(x).
a5

(I) L’assertion a déja été établie pour k € {1,2}.
1
(H) Soit k un entier naturel non nul. Supposons que pour tout = € |0, 1[, z¥T1 P, <> = Py(z).
0
D’aprés Q9, Pry1 = X(1 — X)P| + (k+ 1)X P;,. Donc, pour tout z €]0,1] :

AR & W % akt? % 1—% I i +(k+1)%P é
) ( ) o ((gg)P,; (2) :Ek?rl)xpk (;))k< >)

1
Par hypothése de récurrence, pour tout x € ]0, 1[, 2*T1 P <) = P.(z).
x

Donc en dérivant, nous obtenons, pour tout = €]0,1] :
k 1 k—1 p/ 1 /
T 7
puis :
Peni(@) = a(l—-2)Pl(e)+ (k + ePi(a)
k 1 k—1ps [ 1
= z(l—2x)((k+1)z"Py ol Bl P, p + (k+ 1)xPy(x)

— (k4 Da*P, <i) —2*(1 - 2)P, (i) — (k4 1)z**2p, (i) + (k + 1)z Py ()

= zF <(x — )P <i) + (k+ 1)z P <i)> +(k+ 1)z <zk+1Pk <i) + Pk(m)>

=0
1
4

1
Ainsi par le principe de récurrence, pour tout x € ]0,1[, z¥T1 Py () = Py(x).
z

Q13. En déduire, pour tout k € N* et pour tout j € [0, k], un lien entre les coefficients de degré j et k+1 — j de P.
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Soit k un entier naturel non nul.

D’apres Q11, [Pg]r = 1 et de méme par récurrence, on montrerait que [Py]o = 0. Donc [Pxlo = [Pili4+1 =0
(Py, est de degré k).

Comme, pour tout = €]0,1] :

k k

k k
S [Bus @' = Pi(z) = a*+1 P <;> ey [ijz‘ = 3 [P 5 = 3 [Pl o
=1

p=il i=1 i=1

le polynome :

([Peli — [Pelks1-i) X°

k
=il

K2

posséde une infinité de racines (tous les nombres de |0, 1[). Il s’agit donc du polynéme nul, d’out pour tout
i € [0,k +1], [Pe]i = [Palwt1-i-

1.1.3. Une derniére formule

1
Q14. Démontrer que la fonction x — Vi est développable en série entiere au voisinage de 0. On exprimera les
—4x

coefficients de la série entiere qui apparait a ’aide de coefficients binomiaux et on précisera le rayon de convergence

R de cette série entiere.

2
Pour z # 0 fixé et n € N, posons u, = ( n) |z™| > 0. On a alors :
n

Uil (2n + 2)! (n!)? 2] =
wn (i DNZEa) T

(2n+2)(2n+1)
(17

2] — 4]
n—-+oo

1
On déduit alors du critére de d’Alembert pour les séries numériques que si |z| < 1 alors la série de terme
1 1
général u,, converge, et que si |z| > 1 alors cette méme série diverge. On en déduit que R = i

Par développement en série entiére de référence on a, pour tout x tel que |[4z| < 1 :

1 R

== (1—42)72 =14 ) an(—42)"

n=1

ol, pour tout n € N*,
1% /1 (—)n % (=)™ 2n)! (=)™ (2n
“ n! ( 2 ) n!2m kI;[o( ) nl2n 27 nl 4n (n)
Ainsi, pour tout x € L1
insi T = |==,=| 2
, pour tout 11
+00 +oo +0o0
1 (=™ (271) 2n 2n
S . (_4x)n:1_|_z xnzz "
Vv1—4x = 4 n \n n
Q15. En déduire que, pour tout z € | — R, R[\ {0} :

+Z°O<2n> " 11— 11— 4z

n

n+1 2z

n=0

V1 —4x
V1 —4x 1—+1—4x

5 et que la primitive qui s’annule en 0 est = +> 5

La fonction z +— /1 — 4z est dérivable sur I, de dérivée = — . On en déduit qu’une primitive sur [

1 )
de x — ——— est donnée par z — —

V1 —4x
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Par primitivation terme a terme d’une série entiére sur son intervalle ouvert de convergence, on en déduit
que, pour tout z € I :

*f 2\ 2" 1-1—4z
n)n+1 2

n=0

et aprés division par x # 0, que, pour tout z € I \ {0} :

Jf 2n\ " _1—\/1—41‘
n)n+1 2x

n=0

Q16. En déduire que, pour tout z € | — R, R[\ {0} :
*fz": L (2R (20 —2k) 1 1L,
ikt Lk n—k 22 \V1—4dz

1
Les séries des deux questions précédentes ayant pour rayon de convergence 7 la série entiere obtenue par

1
produit de Cauchy a un rayon de convergence au moins égal a 1 et, pour tout = € I\ {0} :

ST - (B0 ()

1—+v1—4x 1
2 i-dz

Ainsi pour tout z € I\ {0} :
i‘)z": L (2k\(2n—2k\ . _ 1 1L,
n:Ok:Ok+1 k n—=k T 22 \V1—4z

n
1 2k\ [2n — 2k
Q17. En déduire, pour tout n € N, la valeur de la somme ; Tl (k) ( Z_ i )

Or, toujours d’apres le développement en série entiére obtenu en Q14, pour z € I\ {0} on a :

1 1 . 1 XX /2n) ,
2 \ /1 —4x - 2xn:1 n .

Avec le résultat de Q16, il vient, pour z € I \ {0} :
*i’z": 1 [2k\ [2n—2k x"—lio m+2) .
n:Ok=0k+1 k n—k _ano n+1

Notons que cette identité vaut également pour x = 0.
Par unicité d'un développement en série entiere sur un voisinage de 0, il vient, pour tout n € N :

z”: 1 (2k\ (2n—2k\ _1(2n+2
Zk+1\k)\n-k ) 2\n+1
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1.2. Probabilités

Dans cette deuxiéme partie, toutes les variables aléatoires considérées sont des variables aléatoires discrétes définies sur
un méme espace probabilisé (2,4, P). La lettre p désigne un nombre réel de I'intervalle ]0,1][.

1.2.1. Un conditionnement

Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre p. Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans N
telle que, pour tout n € N*, la loi conditionnelle de Y sachant [X = n] est la loi de Poisson de parameétre n.

Q18.

Q19.

Déterminer la loi conjointe de X et Y.

Soient £ un entier naturel et n un entier naturel non nul.

k
n
P(X =n)Px_(Y =k) =p(1 —p)" "¢ "o

P(X=nY=k) =

Calculer P(Y = 0) et exprimer, pour tout k¥ € N*, P (Y = k) a l'aide de la fonction fj définie en 1.1.2.

e D’apres la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements associé a X :
+oo
P(Y=0)=> P(X=nY=0)
n=1

Alors :
pe”!

“+o0
P(Y =0)= nz_:lp(l -p)* e "= T—({—ppe?

_r

e—1+p

e Soit k£ un entier non nul. D’apres la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événe-
ments associé a X :

Ainsi P(Y =0)

P(Y:k):iOP(X:n,Y:k).

Alors :
P k) =S p(l—plen™ _ P L&
Y=k => pl-p"le H*(l_p)k!fk .
n=1
o p L—p
Ainsi P(Y = k) =
it P =) = g 4 (52)
+oo
Q20. Vérifier que I'on a bien ZP(Y:k):l
k=0
-~ p - P 1—p
PY =k = —0—+ fk( )
1;0 e—1+p ;(1,;,,)].4! e
D 400 +00 p l—p n
T S— k
e—1+p ;;(l—p)k!n < e )
» +o00 400 D 1_p n
k . .. ..
= — 4+ n théoréme de Fubini, cas positif]
e—1+p ;kzl(l—p)k‘! < e ) [ ]
D p +o00 1—p nJroon]€
= + —_—
i a s ) L
p P = (1-p\"
=i (1—p>nz_0< ) @
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D P +o0 400 1—p n
o £02)
et (Se-r-E (5
_ P " p 1 7 1
e=1+p (1-p \1-(1-p) 1-L2
_ P, P Bl
e=1+p (1-p) ple=1+p)
=1
“+o0
Q21. Calculer la somme Z EP (Y =k).
k=0

+Ook:PY—k _ ¥ 2 1=p
2 EP(Y =k) = > e ()

CEE e (122
= |
k=07n=0 (1~ p)k! €
“+oo +oo D 1— p n
= Z Z a )k,nkﬂ ( ) [théoréme de Fubini, cas positif]
p)r: e
n=0k=0
()
= n E—
= |
(1-p) = e ) &K
1- p n=0 €
P X
= — n(l—p)"
T—p 2 (I-p)
p 1-p

1.2.2. Pile ou face infini

On considere la répétition infinie du lancer d’une pieéce dont la probabilité de « faire pile » est p. Pour modéliser cette
expérience, on admet que 'on peut définir une suite (X,,),en+ de variables aléatoires indépendantes de méme loi de
Bernoulli de parameétre p. Pour tout n € N*, [X,, = 1] désigne ’événement « le n-iéme lancer donne pile » et [X,, = 0]
désigne I’événement « le n-ieme lancer donne face ».
Par ailleurs, pour tout n € N*, on définit A,, et B,, par :

e A, : «alissue des 2n premiers lancers, il y a autant de piles que de faces » ;

e B, : « al'issue des 2n premiers lancers, il y a pour la premiere fois autant de piles que de faces ».
Par exemple, si les six premiers lancers donnent dans l'ordre (face, face, pile, pile, face, pile), A; n’est pas réalisé mais As
et As le sont, By est réalisé mais By et Bz ne le sont pas.
Enfin on définit C, « au bout d’un certain nombre (non nul) de lancers, il y a autant de piles que de faces ». On admet
que, pour tout n € N*, A,, et B, sont des événements.

Q22. Soit n € N*. Exprimer A,, a l'aide des variables X1,..., X5, et en déduire P (A4,,).

D’une part, A, = (X1 + ... + X9, = n). D’autre part, comme Xj,..., X5, sont des variables aléatoires
indépendantes suivant toutes la loi B(p), X1 + ...+ X2, suit la loi binomiale B(2n,p). Donc :

P(4,) = <2n) pt(1—p)"

n

Q23. Montrer que les événements (B,,)nen+ sont incompatibles.
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Soit n et k deux entiers distincts. B, N By est ’événement «pour la premieére fois, il y a autant de piles que
deux faces a 'issue des 2n et 2k lancersy. Il faudrait se décider au rang 2n ou 2k, les deux en méme temps
n’est pas possible «pour la premiere fois».

Ainsi B,, N By, = (0 ou encore B,, et B;, sont incompatibles.

Q24. Montrer que C est un événement.

+oo
Pour qu'il y ait exactement autant de piles que de faces, il faut un nombre pair de lancers. Donc C = | | B,,.

Comme une tribu est stable par réunion dénombrable et que, pour tout n € N, B, € A, C € A.

Q25. On pose Ag = ). Montrer que, pour tout n € N*, P (A,,) = ZP (Br) P (An—k).
k=1

n

n

Remarquons que A, = | | (Bx N A,). Par additivité de P :
k=1

P(A,) =) P(A4,NBy) =Y P(Bi) Py (4,)
K

n n

1 k=1

Or:
Vk € [[17 k]] Pp, (Aﬂ) = P(Anfk)

car sachant que la premiere fois qu’il y a autant de piles que de faces est au 2k®™¢ lancer, pour qu'il y ait
autant de piles que de faces est au 2n°™¢ lancer, il faut (et il suffit) que les 2(n— k) lancers entre le (2k+1)°me
lancer et le 2n®™° comportent autant de piles que de faces.

Ainsi pour tout n € N*, P(4,) = ZP(Bk) P(A, k).
k=1

Q26. A l'aide notamment de la formule obtenue en Q17, montrer que, pour tout n € N* :

I S RO

n

Procédons par récurrence forte sur n.

1

(H) Soit n un entier naturel non nul. Supposons que, pour tout k € [1,n] :

P(By) = % (2:_—12) (p(1—p))"

n+1
Alors d’apres la question précédente, P(A4,,4+1) = Z P(Br)P(An11-k). Donc :
k=1

P(Bit) = pray (P(Anﬂ - ZP(B@P(AnM))
k=1

D’apres Q22, P(4,) = (2")1)”(1 —p)™. Donc :

n

R ) (IR e (] GG [
k=1

Et par hypothese de récurrence :

2(n+1)

R [E e

P(B.) - 2D ea-m (0 pa gy
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Ainsi :

D’apres l'identité obtenue en Q17 :

wiee = (Yoo - - ((7) -2 (D) (320 oo

Donc P(Bp4+1) = - _21_ 1 (2(::11)__1 2) (P(l —P))nH.

1
Q27. On suppose que p # 3 Démontrer que P (C) =1—+/1 —4p(1 — p).

Indication : on pourra utiliser la formule obtenue en Q15.

“+o0
Nous avons remarqué en Q24 que C = | | B,. Par o-additivité de P :
1

n=

+o00

P(C) =) P(By)
n=1

D’apres la question précédente :
00
2 (2n —2 ®
P(C) = — 1-—
© =Y (") ea-n)

Et par changement d’indice :

1 1 (2p—1)3 1
Or p €]0,1]\ {2} Donc p(1 —p) = i % € ]O, 0 [ D’aprés I'identité obtenue en Q15 :
1—/1—4p(1—p)
P(C)=2p(1—0p
(=20 =D 1)

Ainsi P(C) =1 — /1 —4p(1 — p).

1
Q28. On suppose que p = 3 Démontrer que C' est un événement presque sir.

2\ (3)"

Remarquons que la série E ( n) (4_21 converge (absolument). En effet d’apres la formule de Stirling :

n)n
n=0

o\ ()" @n)VEmam () 1
()

n)n+1n-+too e2n (nmy/27n)2 4"

Donc :

o\ (1) 1
n )n—+1 n—+oo \/ﬂn%

1 . . .
Comme E —5 converge absolument (série de Riemann), nous déduisons le résultat annoncé du théoreme
n>1n2
de comparaison pour les séries absolument convergentes.

Nous en déduisons que la série de fonctions E x — | converge normalement, donc uniformé-
nj)n
n=0
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-1 1
ment, sur {4, 4}. En effet :

400
-1 1 2n\ "
Comme de plus toute fonction polynomiale est continue sur |—, —|, la fonction = — E est
4 4 n/)n+1

n=0
— 1
continue sur [4, 4] , en particulier en 7 Nous en déduisons que :

f (2”) % =2 [cf. Q15]

n
n=0
—+o0 n+1
2 2 1
Ainsi P(C) =Y — (S) (4) =1
n=0

2. Etude de sommes doubles

2.1. Théorémes de Fubini

Q29. Enoncer le théoréme de Fubini pour une famille (@i,j)(i,j)en> de nombres réels positifs.

Cf. théoréme 86 du polycopié de cours « Procédés sommatoires discrets ».

Q30. Enoncer le théoréme de Fubini pour une famille (@i,j)(i,j)en2 de nombres complexes.

Cf. théoreme 110 du polycopié de cours « Procédés sommatoires discrets ». L’hypothese fondamentale de
sommabilité de la famille double doit étre mentionnée.

2.2. Une premiére application

Soit x € | — 1,1].

n" 400 na" 400 400
Q31. Montrer que la série E 1 — converge et que E 1 — = n g1t

n>1 n=1 x n=1 k=0

e Puisque |z| < 1,ona:
n
ne
~ |nz"|
1— 2" | n>+oo

Or > na™ converge (Q2). Donc d’apres le critére d’équivalence pour les séries a termes positifs, la série
n

nx
g converge absolument.
Il = gi®
n>1

e Posons, pour (n,k) € N* x N, a,, = na"1+F) = ng(2™)*. Pour tout n fixé, la série géométrique
+oo

na"™ L
Z an . est absolument convergente et Z Ok = T —. Ainsi :
—x
k>0 k=0
+o00 s +o00 +o0
DRI 35 SRR
=il L n=1k=0
- z? ) . . nx”
Q32. Montrer que la série Z m converge et que sa somme est égale a celle de la série Z 1 —.
— —
p=1

n=1
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Considérons de nouveau la famille (a, x = nm"(m”)k)(n,k)eN*XN introduite & la question précédente.

e De la question précédente, nous déduisons :

+o0o 400

> lansl = z 2B <o

n=1 k=0
Grace au théoreme de Fubini (cas positif), nous en déduisons que la famille (@, x)(n, k)en-xN €St som-
mable.

e Le théoréme de Fubini (cas complexe) livre également :

(a) la convergence absolue de la série E Ak 5
n>1

(b) la convergence absolue de la série E an,k (ce que nous savons déja) ;

k>0
—+oo
(c) la convergence absolue de la série Z Z Ok ;
k>0n=1
+oo
(d) la convergence absolue de la série Z Z an,k (ce que nous savons déja) ;
n>1 k=0
(e) lidentité :
+o00 +00 +o00 +oo
DD k=D > ank
k=0n=1 n=1 k=0
Or pour tout k € N fixé, on a :
-~ 1+k !t 1+k
n_ v o 2 o _
Zankfnz:l n(z ") = A= [Q3 appliquée a  + z'TF €] —1,1[]
Apres réindexation, on déduit de (c) que la série Z 5 converge. D’apres (e) et le résultat de
p>1
1 dente, 1 de 1 cl le & celle de 1 +
a question précédente, la somme de la série est égale a celle de la série
! p > (1— 72 8 Z 1—on
p>1 n>1
2.3. Une deuxieme application
+o00 2
1 s
On rappelle que Z 2z
k=1
+o00 1
33. Montrer que l'on peut définir, pour tout n € N*, u,, = n —_.
Q q p p , Un kz:% BT
On a :
! ! >0
kE3(k+1) k—+too k*

D’apres le cours sur les séries de Riemann et le théoreme d’équivalence pour les séries a termes positifs, la
+oo
1
série ——— converge. Donc, quel que soit n € N*, le nombre u,, =n ——— existe bien.
;k3(k+1) 2 e n st )

Q34. Montrer que la série E u, converge et calculer sa somme.
n>=1

Posons, pour (n, k) € (N*)?

{ 0 sik<n
an k. = L ik >
BEt+y 07"
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+oo
qui est une famille de nombres positifs ou nuls. On remarque que pour tout n fixé, Z G, ), = Uy donc :
k=1
“+o00 +oco
) SRS SR REY
n=1k=1
D’autre part, pour k fixé, on a :
n 1 k(k+1 1
Z“n»kzzkgk ~ 13 ( ):72
— = (k+1) (k+1) 2 2k
Ainsi :
T 9L T 12
k=1n=1 k=1
D’apres le théoreme de Fubini (cas positif) :
—+oo +oo +oo +oo +o0
D= D k=2 ) k=15
n=1 n=1k=1 k=1n=1
2.4. Un premier contre-exemple
0 sit>g
On considere la famille (b; ;)(; jyenz définie, pour tout (¢,5) € N?, par b; ; = 711 S1t=1J
2i—i s11< ]
“+o0o 400
Q35. Montrer I'existence de Z Z b; ; et calculer sa valeur.
i=0 j=0
Soit i € N fixé, alors la série Z b; ; est convergente car (b; j);>i+1 est géométrique de raison 3 et :
720
+oo “+o0 1 +oo 1
me‘ =-1+ Z 2j—i :*IJFZQT:*lJrl:O
j=0 j=i+1 k=1
+00 +oo +oo
En conséquence la série de terme général Z b; j est convergente car c’est la série nulle. Le nombre Z Z bi,;
j=0 i=0 j=0
existe et est nul.
+oo 00
Q36. Montrer I'existence de Z Z b; ; et calculer sa valeur.
j=0 i=0
Soit j € N fixé. Alors la série 2120 b; ; est convergente car (b; j);>o est nulle & partir d’un certain rang, et :
=3 =1 1 1—2 1
So,=y L1211
4 ’ e 211 27 1-2 27
=0 i=0
00 1
Donc la série de terme général Z b; ; est convergente car c’est une série géométrique de raison 3 Donc le
0
400 400 =
nombre Z Z b; ; existe et vaut Z
7=0 =0
400 40 400 40
Q37. Aton Y > b= Y bi;?
i=0 j=0 §=0 i=0
14 VERSION DU 24 FEVRIER 2025
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400 400 400 +00o
Ainsi les nombres Z Z bi ; et Z Z b; ; existent mais ne sont pas égaux. Ceci ne contredit pas le théoreme
i=0 j=0 §j=0 i=0
+o00 +o00
de Fubini, puisque ’on a ici Z Z |b; ;| = +o0.
i=0 j=0
2.5. Un deuxiéme contre-exemple
sii>j
On considere la famille (¢; ;) j)en2 définie, pour tout (i, 5) € N2, par ¢; ; = j sit=7j
—2i3"77 sii<y
+o00 400
Q38. Montrer I'existence de Z Z ci,j et calculer sa valeur.
i=0 j=0
Comme dans la partie précédente, pour i € N fixé, la série Z c;,; est convergente car géométrique de raison
j=0
1
3 a partir d’un certain rang. De plus :
i i—g —f— 9 =
Zcm—z—i—z =1 2223 =1 2223k 1 22 ( )—z 2i-=0
Jj=i+1 Jj=i+1 3
“+o00 400
Ainsi le nombre Z Z c;,; existe et est égal a 0.
i=0 j=0
= 13 -1
Q39. Soit 7 € N. Montrer que la série Z ci,j converge et que Z Cij =75 e
>0
Soit j € N. La série Z ci,; est convergente car nulle a partir d'un certain rang et :
i>0
Jj—1 9 j—1
ch =) (-2i3" ) +j=4- 3—321'31
=0 1=0
Supposons j > 1. La fonction :
o, 21
DT — ey=
/ Z v g = 1l
=0
est dérivable sur |1, +o0] et :
Vo>1 f(x) Ji oot = 92D @ 2 )
x B) = ' =
(z—1)
j—1 i1 .
3 2§37 —(37 -1
En particulier Z i3' =3f'(3) =3 J ( ) et ainsi
: 4
=0
22537339 —1) o 33 -1) 13 -1
ch i-5 =j—j+ —=-—
4 2 x 37 2 3
+oo
Ce résultat étant également valable pour j = 0 car dans ce cas Z cij = 0.
i=0
R 13 -1
Ainsi la série Z ¢;,; est convergente et Z Cij = 3 1
i>0 i=0
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+oo
Q40. Quelle est la nature de la série E E cij?
30 i=0
00 3 00
On remarque que E Cij — 3 la série E E ci,j est donc grossierement divergente. On est a nouveau
‘ Jj—+oo ‘
=0 720 i=0

dans un cas ou la famille n’est pas sommable, ce qui explique que les deux sommes doubles puissent avoir un
comportement différent.

3. Décomposition de Dunford

Soient £ un C-espace vectoriel de dimension finie p > 1 et u un endomorphisme de E. On note Aq,..., A\, les valeurs
propres complexes deux a deux distinctes de uw et mq,...,m, leurs multiplicités respectives, de sorte que le polynéme

caractéristique de u s’écrit :
T

Xu= [J(X =)™

k=1

3.1. Sous-espaces caractéristiques

Q41. On pose, pour tout k € N, Ny := Ker ((u — Ay, idg)™*). Démontrer que E = @Nk.
k=1

Soient k, ¢ des entiers distincts de [[1,7]. Les polynémes X — A\; et X — A\, sont irréductibles, unitaires et
distincts. D’apreés le théoréme fondamental de Parithmétique polynomiale, les polynémes (X — Ag)™* et
(X — X¢)™* sont premiers entre eux.

Comme les polynémes (X — A)™,... (X — A\.)™ sont deux & deux premiers entre eux, nous pouvons
appliquer le lemme des noyaux pour obtenir :

Ker (xu(u)) = @) Ni
k=1

D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, x.(u) = 0.(g), donc Ker (xu(u)) = E.
Ainsi avons-nous établi : .
E = @ Ny
k=1

T

Q42. Soit k € [1,n] fixé. On note Qi := H(X — Ag)™¢. Justifier qu’il existe deux polynémes Ay, By de C[X] tels que :
2k
(X =)™ A+ Qr Br =1
puis démontrer que la projection pr de E sur Ny parallelement a é Ny est un polynéme d’endomorphisme en u,
7t
ie. py € Clul.

Les polynémes X — A\, ..., X — A, sont irréductibles, unitaires et distincts. D’apres le théoreme fondamental
de l'arithmétique polynomiale, les polynomes :

r
(X =A)™ et Qpe= (X =)™
=1
14k
sont premiers entre eux.
D’apres le théoreme de Bézout :

3 (A, B) € CIX])? (X =)™ A+ QrBr =1
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Nous en déduisons que :
(’LL — )\k idE)mk o Ak(u) I Qk(u) o Bk(u) = ldE

Soit « € E. De la décomposition de idg précédente, nous déduisons la décomposition de x suivante.

x=(u— A idg)™ o Ag(u)(z) + Qx(u) o Br(u)(x)

=y =37

Comme :
Qr(u)(y) = Qr(u) o (u — Ay idp)™ o Ak(u)(z) = Ak(u) o xu(u)(z) = O
et :
(u— Mg idg)™ (2) = (u— Mg idg)™ o Qk(u) o Br(u)(z) = Bg(u) o xu(u)(z) = 0g
il vient z € Ker ((u — \x idg)™*) et :

y € Ker (Qr(u)) = Ker H(X =)™ () | = @ Ny [lemme des noyaux]
7k 2k
Comme :
T = Z e ]
~—~ ~—~

eKer((u—Ay idg)™k) c@)_| N

s e
il vient :

P(z) = 2 = Qk(u) © Bx(u)(z)

Ceci étant vrai pour un vecteur x quelconque de F, nous en déduisons :

pr = Qi (u) o B(u) € Clu]

3.2. Existence de la décomposition de Dunford

Q43. Démontrer qu’il existe deux endomorphimes d et n de E tels que :
(a) u=d+n;
(b) d est diagonalisable;
(c) m est nilpotent ;
(d) don=mnod.
Indication : on pourra chercher l'endomorphisme d de E dans 'ensemble Vect (p1,...,Dr)-

Une telle décomposition de u est appelée « décomposition de Dunford de u », bien qu’il soit plus légitime de la
nommer « décomposition de Jordan-Chevalley ».

Analyse. Supposons qu’il existe des nombres complexes aj, . .., a; tels que les endomorphismes de E définis
par :

d::Zakpk6Vect(p1,...,pr)CC[u] et n:=u—d e Clu]
k=1

vérifient les conditions (b), (c), (d).
Soient k € [1,7] et z; € Ny = Im (py). Alors :

g = pr(zk) [pr est un projecteur]

Soit £ € [1,r] \ {k}. Alors :
pe(zr) € Im (pg) = Ny

Comme py € Clu] et Ny est le noyau d’un polynéme d’endomorphisme en w, py stabilise Ny. Ainsi :

pe(zr) € Ny
Comme les sous-espaces vectoriels N et Ny sont en somme directe :

pé(l’k) € Ny N Ny, = {OE}
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Nous en déduisons que :
d(wg) = o pr(zk) = ag T

Supposons désormais que xj est un vecteur propre de u pour la valeur propre A;. Notons que x; appartient
bien a N}, car :
x) € By, (u) = Ker (u — \g idg) C Ker ((u — A idg)™") =: Ni

Alors :
Ak x = u(zg) = d(@k) + n(zk) = ok xp + n(g)

et xp est un vecteur propre de n pour la valeur propre A\ — aj. Comme n est nilpotent, son unique valeur
propre est 0, d’ou o, = Ag.
Synthése. Notre analyse nous invite a introduire les endomorphismes d et n de E définis par :

d::Z)\kpkeVect(pl,...,pT)CC[u} et n:=u—d € Clu]
k=1
et a vérifier qu’ils satisfont bien les conditions (a), (b), (¢), (d).
(a) Par construction, u = n + d.
(d) Comme la C-algebre Clu] est commutative, d € Clu] et n € Clu], don =nod.
(b) Soient k € [1,7] et xx € Ni. D’apres I’étude réalisée dans 'analyse :
d(l‘k) = >\k Tk

T
Nous en déduisons que toute base de F adaptée a la décomposition F = @ Ny, est formée de vecteurs

k=1
propres pour d. L’endomorphisme d est donc diagonalisable.

(c) Posons m := max {mq,...,m,}. Soient k € [1,r] et z) € Nj. Nous savons déja que :
n(xg) = u(zry) — d(ag) = w(zy) — Mg or = (u— A idg)(zg)

Comme n € Clu] et Ny est le noyau d’'un polynéme d’endomorphisme en u, n stabilise Ni. Nous en
déduisons (raisonnement par récurrence omis) que :

n™ (xg) = (u — Mg idg)™* (zx) = 0p [z, € Ny := Ker ((u — g idg)™")]

A fortiori, n™(xr) = Op.

Soit « € E. Nous savons qu'il existe un (unique) r-uplet (x1,...,2,) € N1 X ... x N, tel que :
=21 +...+2
Nous en déduisons que :

n™(z)=n"(z1)+...+n" () =0g+...+ 0g =0

3.3. Unicité de la décomposition de Dunford

Q44. Soient nq,ns deux endomorphismes nilpotents de E tels que ny o ng = ng o ny. Démontrer que I'endomorphisme
n1 + ng de E est nilpotent.

Notons v; le nilindice de ny et v5 le nilindice de ny. Comme les endomorphismes nq et ny commutent, nous
pouvons appliquer la formule du binéme de Newton pour obtenir :

vitv2 V1 + v

1 2 _

(nl 4 nz)m-‘ruz _ E ( ; ) nllc e nglJrug k
k=0

Si k € [y, vy + 1], alors nf = Oz(p) et donc :

1% 1%
< 1 Z 2> i ong 27 = 0
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Sike[0,vy —1],alors vy +vs —k >ve+1et n§1+”2_k = Oz (p). Dans ce cas, on a également :

V1+V2 v Vo —
( k )nlfonﬁzk:ocw)

Nous en déduisons que (ny + ng)"' ™2 = Oz(p).

Q45. Soient dj,d> deux endomorphismes diagonalisables de E tels que di o do = dy o di. Démontrer qu’il existe une base
B de FE telle que les matrices Matg(d;) et Matg(ds) soient diagonales.

Comme d; est diagonalisable :

E= @ Euld)

a€Spec(dy)

Soit @ € Spec(dy). Comme d; et do commutent, ’endomorphisme ds stabilise E,,(d;). Comme ds est diagona-
lisable, son induit sur F,(d;) (qui est donc bien défini) est également diagonalisable. Il existe donc une base
B, de E,(dy) formée de vecteurs propres pour ds. Une telle base est bien stir également formée de vecteurs
propres pour d;.

En concaténant les bases B, (a € Spec(dy)) ainsi construites, on obtient une base B de E formée de vecteurs
propres pour dy et dy. Les matrices Matg(dy) et Matp(dz) sont done diagonales.

Q46. Soient d; et n; deux endomorphismes de F tels que :
(a) u=dy +ny;
(b) dy est diagonalisable;
(¢) mq est nilpotent ;
(d) dyony =nyods.
Démontrer que dy = d et ny = n, ou n et d ont été construits a la question 43.
Indication : les endomorphismes d et n sont des polynomes d’endomorphismes en u.

Comme d; commute avec d; et mp, di commute avec u, donc avec tout polynéme d’endomorphisme en
u. En particulier d; et d commutent. De la question 45, nous déduisons que l’endomorphisme d — d; est
diagonalisable.

Comme n; commute avec ny et di, n; commute avec u, donc avec tout polynéme d’endomorphisme en u. En
particulier ny et n commutent. De la question 44, nous déduisons que I’endomorphisme n; — n est nilpotent.
Ainsi I'endomorphisme :

d—di=n;—n [conséquence de u = n + d = ny + di]

est diagonalisable et nilpotent. Son polynéme minimal est donc scindé & racines simples et divise X? (théoréme
de Cayley-Hamilton). Il est donc égal & X, d’ou :

d—dy =n1 —n=0gg [le polyndme minimal est un polyndéme annulateur]

3.4. Polynéme caractéristique/minimal de la composante diagonalisable

Q47. Démontrer que xq = Xu-

-
Soit B une base de E adaptée a la décomposition £ = @ Ny. D’apres notre réponse a la question 43 :
k=1

Matg(d) = diag (M Laim(ny)s - - - Ar Jdim(n,) )

d’ou :
T

Xd = H(X — X (D)
k=1

D’apres le cours sur les sous-espaces caractéristiques, pour tout k € [1,7], my = dim (Ng). Ainsi :

r

Xd = H(X =)™ = Xu
k=1
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Q48. Que vaut le polynéme minimal 74 de d?

D’apres la question précédente :
Spec(d) = {A1,..., A}
Les racines de 74 sont donc précisément les complexes Ay, ..., A.. Comme d est diagonalisable, 74 est scindé

a racines simples sur C. En ajoutant que my est unitaire, nous en déduisons que :

T

ma=[[(X =)

k=1
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