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» Sujet MPI*. — Les éléves de MPI* résolvent les parties 1,3.

1. Formule Zéta alternée de Riemann (CCINP-MPI)

On note F' la fonction zeta alternée de Riemann, définie par

et ¢ la fonction zeta de Riemann, définie sur |1, +o00[ par
“+oo
1
((z)=) —

n®’
n=1

Ce probleme propose une étude croisée de quelques propriétés de F et (.

1.1. Généralités

1. Déterminer ’ensemble de définition de F'.

1 -1 n—1
Soit z € R ; si > 0, alors la suite (—) tend vers 0 en décroissant ; donc la série alternée Z L
) nz1 s
(_1)n—1 (_1)71—1
converge; si ¢ < 0, la suite | ———— ne converge pas vers 0, donc la série Z ——— diverge
n n>1 n>1
(grossiérement).
2. Calculer F'(1).
Soit n € N*. On calcule
n ] k—1 n 1 1n—1 1 1 1 )"
ZL= / (=)t dt:/ > (=t dt:/ - dt—/ =" 4
k=1 k k=170 0 k=0 y Laro o LAd
Si nous démontrons que
GOl
/ dt = o(1)
0 1+¢ n—0
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nous pourrons donc en déduire que F(1) = In(2). Or

1 1 1
_\n n 1
/(t) dtg/ t dtg/t”dt:—
o L+t o 1+t 0 n+1

Nous appliquons finalement le théoreme d’encadrement pour obtenir le résultat désiré.

-H)m Tt - .
3. Pour n > 1, on pose f, : © — % Démontrer que la série de fonctions g fn converge normalement sur
n

n>1
[2, +00[. En déduire la limite de F' en +oc.

(=1)~*

Pour tout n > 1, pour tout z > 2, -
n

1 . 1 .
< —. Comme la série E — est indépendante de n et conver-
n n
n>1

. (_l)n—l
gente, la série Z -

—— converge normalement sur [2, +oc[. On en déduit qu’elle converge uniformément
n>1

(=" N Vi
e p—— 0 et que, pour n =1, e
S () = G

passage a la limite terme & terme permet d’affirmer que F(z) = Z lim

n< T— 400 x— 400 n%
n=1 n=1

sur [2, +oo[. Comme, pour tout n > 2, =1, le théoréme de

=1

4. Dérivabilité de F

. Int Inn
(a) Soit z > 0. Etudier les variations sur ]0, +oco[ de la fonction ¢ — = et en déduire que la suite (m) est
n n=1

monotone a partir d'un certain rang (dépendant de x) que 'on précisera.

t*=1(1 — zInt)
t2z

Int
Soit « > 0. La fonction h, : t — % est de C* sur |0, 400 et b, : ¢t —

Donc k!, est négative sur l'intervalle [e'/?, +oo[ et positive sur ]0,e/*]. Donc h, est décroissante sur
[e!/®, +oo[ et croissante sur |0, e'/?].

Inn
On en déduit que la suite (I) est décroissante a partir du rang E (el/ ”) + 1.
n n>1

(b) Si @ est un réel strictement positif, démontrer que la série des dérivées Z f] converge uniformément sur
n>1
[a, +00.
En déduire que F est une fonction de C* sur ]0, +o0].

pinmn

7 °

frnixe (=) lemonn st de CL et f)(x) = (—1)

Inn
Soit @ > 0. On pose N, = E (el/a) + 1. Pour tout x > a, la suite (z> tend vers 0 en décroissant ;
" Ju>nN,

donc la série alternée Z f1(z) converge et, pour n > N,, son reste d’ordre n, p,(z), vérifie :

n>Ng,
In(n+ 1) In(n+ 1)
()] < (=) < :
1 1
Donc 21;2 lon (2)| < (HTEZ_—E)&) e 0. Donc la série Z 1), converge uniformément sur [a, +o0].

n>=1

e Pour tout n > 1, la fonction f, est de C! sur ]0, +ool[;

e la série E fn converge simplement sur |0, +oo[ et sa somme est F';
n>1

o la série g [}, converge uniformément sur tout segment inclus dans ]0, +o0].
n>1
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D’aprés le théoréme de dérivation terme a terme, F est de C! sur |0, +oo et

—+oo

Ve >0, F'(z) = Z(fl)"lnn.

nl

5. Lien avec ¢
Calculer, pour = > 1, F(x) — {(z) en fonction de = et de ((z). En déduire que :

F(z) = (1-2'7")¢().

Puis en déduire la limite de ¢ en +oo.

“+o0
1
= *QHZ@ = —217%¢(x). On en déduit

+

Pour z > 1, F(x) Z
n=1 k=1
)-

légalité : F(z) = (1 —217%)((z

Comme 2172 P 0, F(z) ~ ¢(z) au voisinage de +o0o et donc ((z) = 1.
T—>+00 Tr—+00

1.2. Produit de Cauchy de la série alternée par elle-méme

n—1
On rappelle que le produit de Cauchy de deux séries Z a, et Z b, est la série Z Cn, OU Cp, = Z apb,—k. Dans cette
n>1 n>1 n=2 k=1
)n 1
partie, on veut déterminer la nature, selon la valeur de z, de la série Z ¢n (), produit de Cauchy de Z ———— par
n®
n=2 n>1

elle-méme.

Cette étude va illustrer le fait que le produit de Cauchy de deux séries convergentes n’est pas nécessairement une série
convergente.

Dans toute cette partie, n désigne un entier supérieur ou égal a 2 et x un réel strictement positif.

6. Etude de la convergence

(a) Indiquer sans aucun calcul la nature et la somme, en fonction de F', de la série produit Z cn(x) lorsque & > 1.

n=2
- (=n~! - : (=t
Lorsque = > 1, la série Z ———— converge absolument ; donc la série produit de Z ———— par
xr nz
n>1 n>1
too n—1 2
. (=D 2
elle-méme converge absolument et sa somme vaut : Z — | =(F(2))
n
n=1
4*(n—1
(b) Démontrer que, pour x > 0, |c,(x)| > %
1
En déduire, pour 0 < z < S5 la nature de la série Z cn ().
n=2

Pour = > 0, ¢, (z) = )2 Z . Comme k — k(n — k) est maximum quand k = g et que

la somme comporte n — 1 termes

— 1 (n—1)4"
=2 i 7 " D gapE

(n—1)4"

1
Pour 0 < z < 2 5 a une limite strictement positive (finie ou non), donc la suite (c,(z)) ne
n
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converge pas vers 0. Donc la série E cn(x) diverge grossiérement.
n>=2

MPI-MPI* 2425

7. Cas oux =1

On suppose dans cette question 7. que x = 1.
1

a) Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle ——— .
(a) p p X(n = X)

n—1 1 1 . -
En déduire une expression de ¢, (x) en fonction de ! ,ouH, =1+ 3 + -+ — (somme partielle de la série
n
harmonique).
1 1/1 1
—=—(= .D
X(n—X) n (X +n—X> one
n—1 1 1 n—1 1 1
" 1 _ 1 =2 = (=1 n—2 -~ -
(1) (=1) Zk(nfk) (=1) nz<k+nk>
k=1 k=1
n—1 n—1
1 1 1
_ -1 n—2 — -
(=1) n ( k + n—~k
k=1 k=1
n—1
1 1 H,_
= (-1 22y = =g(—1)r22d
(-2 3 =g
k=1
(b) Déterminer la monotonie de la suite ( n_l) .
n n>2
anl _ Hn _ l Hn . l _ Hn
n n+1 n n n+1
1 1 1
- H,[=-- _ =
n n+l n?
L (el 1
2/ nn+1) n?
m=2
= 2 O~
2n2(n+ 1)
H,_
Donc la suite ( - 1) est décroissante.
n=2

(¢) En déduire la nature de la série Z cn ().
n>2

décroissant et la série alternée g ¢n(1) converge.
n>2

« Classiquement », H, ~ Inn au voisinage de 4+oc0. Donc la suite (

) converge vers 0 en
n>2

2. De la diagonalisabilité d’un endomorphisme d’un C-espace vectoriel (CCINP-MPT)

Dans ce probléeme, F est un C-espace vectoriel de dimension finie.
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2.1. Lemme de décomposition des noyaux, sous-espaces caractéristiques et projecteurs

3

1. Un exemple. Vérifier que la matrice A = 9 g est diagonalisable.

1 — 1
Démontrer que les matrices II; = 3 ( jl 11 > et Iy, = 5 ( 1 1 ) sont des matrices de projecteurs puis

calculer II; 4 511y, II; + 115 et II;115.

Le polynéme caractéristique de A est (X —1)(X —5). Comme il est scindé a racines simples sur R, la matrice
A est diagonalisable sur R.

On vérifie facilement que : 112 = I1; , I13 = Il ainsi II; et I sont des matrices de projecteur.

II; + 51l = A, II; + II, = I et TI111, =0

2. On rappelle le lemme de décomposition des noyaux : si Py, Ps,..., P, sont des éléments de C[X] deux & deux
premiers entre eux de produit égal a T', si u est un endomorphisme de F, alors :

Ker[T(u)] = Ker(Py(u)) @ Ker(Py(u)) @ ... ® Ker(P.(u)).

L’objet de cette question est de démontrer le cas particulier r = 2.
Soit u un endomorphisme de E et soient P et ) deux polynomes premiers entre eux.
Justifier que Ker(P(u)) C Ker[(PQ)(u)] (de méme, on a : Ker(Q(u)) C Ker[(PQ)(u)]).

Démontrer que : Ker[(PQ)(u)] = Ker(P(u)) & Ker(Q(u)).

Soit x € Ker(P(u)) donc P(u)(z) =0 et (QP) (u) = Q(u) o P(u) donc [(QP) (u)] (z) = Q(uw)(P(u)(x)) =0 ce
(>:1ui donne z € Ker[(PQ)(u)] , ainsi Ker(P(u)) C Ker[(PQ)(u)] (de méme, on a : Ker(Q(u)) C Ker[(PQ)(u)]
dn applique le théoréme de Bézout : Il existe A, B € C[X] tels que AP + BQ = 1. Ce qui donne

ldp = (AP + BQ) (u) = A(u) o P(u) + B(u) o Q(u)

Donc si z € ker P(u) Nker Q(u), on a :

Ainsi ker P(u) Nker Q(u) = {0}.
On a ker (P x Q) (u) C ker P(u) + ker Q(u) et si x € ker (P x Q) (u), alors :

z = (A(u) o P(u)) (z) + (B(u) 0 Q(u)) (z).
€ker Q(u) €ker P(u)
En effet, Qu) (P(u)oA(u)(z)) = (A(w)o(PxQ)(u))(x) = 0 et P(u)(Qu)oB(u)(z)) =

(B(u) o (P x Q)(u)) () =0 . Donc Ker[(PQ)(u)] = Ker(P(u)) + Ker(Q(u))
Finalement on a montré : Ker[(PQ)(u)] = Ker(P(u)) ® Ker(Q(u)).

Dans la suite du probléme, on pourra utiliser librement le lemme de décomposition des noyaux.

3. Soit u un endomorphisme de E et soit m, son polynéme minimal. On suppose que 7, = PlklPQk’“ ou les polynoémes
Ty

Py et P, sont premiers entre eux. On pose, pour tout entier i € {1,2}, Q; = oh

Justifier qu’il existe deux polyndémes R; et Ry de C[X] tels que R1Q1 + RgQgZ: 1.

On a m, = Pf 1P2k 2 . P, et P, sont premiers entre eux, ()1 = sz 2 et Qy = Plkl. En effet, les diviseurs
irréductibles sur C de @1 (resp. Q=) sont les diviseurs irréductibles de P; (resp. P;), d’aprés le théoréme fon-
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damental de I'arithmétique polynomiale. )1 et Q2 n’ont donc aucun diviseur irréductible sur C en commun,
donc aucun diviseur de degré supérieur ou égal a un en commun, toujours d’apres le théoreme fondamental
de larithmétique polynomiale.

@1 et Q2 sont premiers entre eux, le théoreme de Bézout donne l'existence deux polynémes R; et Rs de
C[X] tels que R1Q1 + R2Qs = 1.

Pour la suite de cette partie, on notera m, = Plk'1 2’” ... PEm la décomposition en facteurs premiers du polynéme

s
minimal et on admettra que, si pour tout entier ¢ € {1,2,...,m}, Q; = P—Z, il existe des polynémes de C[X] tels

que R1Q1 + RoQ2+ ...+ RpQp = 1.

%

. On pose alors, pour tout entier i € {1,2,...,m}, p; = R;(u)oQ;(u). Démontrer que, pour tout couple (i, 7) d’entiers
distincts de {1,2,...,m}, on a les trois résultats suivants :
piop; =0,

m
=1

et chaque p; est un projecteur de F.

Il existe des polyndmes de C[X] tels que R1 Q1 + RoQ2+ ...+ RpQ. = 1 et pour tout i € {1,2,...,m},p; =
R;(u) o Q;(u) donc
Ri(u)oQ1(u) + ...+ Ry (u) 0 Qu(u) =idg
m
par suite Zpi =idg .
i=1
Soit i, j des entiers distincts de {1,2,...,m}, on a
piop; = Ri(u)oQi(u)o R;(u)oQ;(u)
= Ri(u) o R;j(u) 0 Qi(u) 0 Q;(u)
= (RiR;)(u) o (QiQj) (u)
et Q:Q; = Pz Ij’; P’f P SR . Comme P;*iP;*i divise 7, dans C[X], m, divise Q;Q;. Ce dernier est
donc annulateur de udoup;op; =0.
Soit ¢ dans {1,2,...,m} ,on a
pi = pioidg
m
= pio) p
j=1
m
= pi+ ) piop
j=1
J#i
orsii#jonap;op; =0 donc p? =p; , et p; est un projecteur .
Les p; seront appelés projecteurs associés a u.
5. Soit u un endomorphisme de E et soit y, son polynéme caractéristique :
m
i=1
(avec les \; deux & deux distincts et les «; des entiers naturels non nuls) et, pour tout entier ¢ € {1,2,...,m},

N; = Ker(u — \jidg)® le sous-espace propre caractéristique associé a A;.
Justifier que E = N1 ® No @ ... D Ny,.
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Les polynomes (X — \;)®" sont deux & deux premiers entre eux (puissances de polyndmes irréductibles,
unitaires, deux & deux distincts de C[X]), le théoréme de décomposition des noyaux donne

Ker x,(u) = @Ker(u — \jidg)®

=1

d’apres le théoréme de Cayley-Hamilton on a y,(u) = 0 donc Ker y, (u) = E d’ou

6. Démontrer que £ =Im p; @ Im ps & ... & Im p,,.

Soit (Y1, -, Ym) € Impy X ... xIm p,, tels que y1 +...+ vy, = 0, il existe 21, ..., ., dans E verifiant y; = p;(x;)
pour tout ¢ dans {1,...,m} . Soit ¢, j distinct dans {1, ...,m} alors

Pi(y;) = (iop;) (x;) =0 et pi(ys) = (ps 0 ps) (x3) = ps(s) = s

ce qui donne
pi(y1) + ... + pi(ym) =4 =0

donc (y1, ..., ym) = (0,...,0) , ce qui prouve que la somme Im p; + ...+ Im p,, est directe.
Onalmp;+...+Imp,, C Eetp +...+p, =idg donc pour tout x dans E on a

z=pi(z)+...+pn()

donc x € Imp; + ...+ Imp,,. Par suite £ C Imp; +...+Imp,, ,dou E=Imp; +... +Imp,,.

7. Démontrer que, pour tout entier i € {1,2,...,m}, N; = Im p;.

m
D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton on a m,, divise x, = H (X — X\)®" et I'ensemble des racines de 7,
. i=1
est exactement le spectre de u , donc m, = H (X — )\i)ﬁi avec 0 < B; < «; , on a alors Pl-ki =(X - )\i)ﬂi o)
i=1

I’indice i pres .
Soit i € {1,2,...,m} et y; = p;(x;) € Imp; (2; € E). Puisque PF divise (X — X\;)** et

PP (p;) = m,(u) = 0

il vient (X — X\;)® (p;) =0 . Par suite y; € N; et Imp; C N; .
D’autre part £ =Imp; & ... Imp,, = N1 ® ... H N,, donc

dim (Impy) & ... ® dim (Im p,,) = dim (N7) & ... & dim (N,,)
Supposons qu’il existe i € {1,2,...,m} tel que Imp; # N; donc dim (Im p;) < dim (N;) par suite
dim (Impy) & ... & dim (Im p,,) < dim (N7) & ... & dim (N,,)

ce qui est absurde donc ¢ € {1,2,...,m} on a dim (Imp;) = dim (IV;) et Imp; = N; .

2.2. Une condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité

Dans toute cette partie, on suppose que ’endomorphisme u est diagonalisable et on note A1, Aa, ..., A, ses valeurs propres
distinctes.

8. Quel est alors le polynéme minimal 7, de u?

u est diagonalisable donc son polynéme minimal est scindé a racines simples, et I’ensemble de ses racines est

exactement le spectre de u. Ainsi
m

mu = (X =)

=1
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9. On note toujours, pour tout entier ¢ € {1,2,...,m}, Q; = — ou P, = X — \;, et on pose 6; =

_1
Qi(N)

MPI-MPI* 2425

Donner sans

détails, la décomposition en éléments simples de —, puis démontrer que les projecteurs associés a u sont, pour tout
Vi

entier ¢ € {1, 2, cee 7m}7 Di = QQZ((;)) :

1
Avec un peu de détails, la décomposition en éléments simples de — s’écrit :

u

m a;
:E:X—&

=i

Ty X -\
Cette relation donne . .
T
1= 01 E = 91 i
2
Qi(u)
suivant les notation de Q9 on a pour tout entier i € {1, 2 m}, p; = 6;Q;(u) Qi)
ux) X
10. Démontrer que X = Z Qi) puis que u = Z Aipi (décomposition spectrale de u).
v i=1
On suppose que degm, > 1. Ona 1= ; 0; ﬂ donc
LD D VY
2 X
= <Z 01) Ty +291>\1Q1(X)
=1 =1
De la relatlon Z X )\ JE ] = Z Gix f)\ et on fait tendre x vers +o0o, on obtient Z 0; =0
i=1 ¢ i=1
, d’ou
G - AiQi(X)
X = 0;2Q:(X) = *
2 0MQ0 =2, [ 5 )
Par substitution de X par w on obtient
W= A = Aip
2 a0~
Si degm, =1 :la relation (*) n’a pas de sens, mais on a m, = X — A\; et u = A\;.p; avec p; = idg .

1 1 1 1
1 1 -1 -1
1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

(a) Calculer la matrice A% et justifier que la matrice A est diagonalisable.

11. Exemple : on consideére la matrice A =
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A? = 41,. La matrice A est annulée par le polynome X2 —4 = (X —2)(X +2), scindé & racines simples
sur R. Elle est donc diagonalisable sur R.

(b) En déduire le polynéme minimal 7 4 de la matrice A puis la décomposition spectrale de la matrice A. On notera
II; et I les matrices des projecteurs associés.

X? — 4 est annulateur de A et w4 divise X2 — 4 , A n’est pas de la forme al; donc nécessairement
degma > 2 par suite 74 = X2 — 4 (74 est unitaire par définition).
On a
1 _ 01 n P
T X—2 X+4+2
X -2 1 X+2 -1
avec@l{ } etﬂz{ } = — , donc
Tu(X) ]| x_g 4 Tu(X) | x— s 4
1 1 -1 1
—e (e ——
e 4A\X 3127 X2
et@Qr=X—-2,Q:=X+2.
. Qi(4) _ -1 Q2(4) 1
P telly = ———~=—(A—-20) et I, = =——= = —-(A+2I) .
ar suite II; =) 1 ( 1) et Iy 0.2 4( + 21y)
On trouve
-1 1 1 1
1 1 1 -1 -1 -1
I, = Z(*A+214) =71 1 -1 -1 -1
1 -1 -1 -1
3 1 1 1
1 111 3 -1 -1
M= gA+2L)=211 4 3
1 -1 -1 3

(c) Calculer, pour tout entier naturel ¢, A? en fonction des matrices IT; et IIs.

On a les relations :

A = M1 + Nolly

IT,. 10, =1I,.11; =0

% =11, , TI§ = I, pour tout entier naturel k.

On btient pour tout entier naturel k& A¥ = A¥TI; + AT, |, donc

AF = 2FTI; + (=2)MI, = 2F (I + (—1)*1L,) .
Ainsi pour tout entier naturel k£ on a

A%F = 4R, et AP =4FA

12. On note C[v] 'algeébre des polynémes d’un endomorphisme v d’un C-espace vectoriel de dimension finie. Démontrer
que la dimension de 'espace vectoriel C[v] est égale au degré du polynéme minimal 7, de Pendomorphisme v.

On a C[v] = {P(v) , P € C[X]} , posons 7,(X) = X4+ ag 1 X4 +...+ap .
Soit P € C[X] on effectue la division euclidienne de P par =, :

P=Qm,+ R avec degR<d—1,

par substitution on a
P(v) = Q(v) o m, (v) + R(v) = R(v),

donc P(v) € Vect {idE,v,...,vd_l} et Clv] C Vect {idEm,...,vd_l}. L’inclusion réciproque est claire. Par
suite dim Clv] < d.

Si on suppose que dim C[v] < d — 1 alors la famille {z’dE,v, ...,’Ud_z} est liée ainsi il existe un polyndéme
annulateur de v de degré inferieur a d — 1 ce qui contredit le fait que , 7, est annulateur de degré minimal
égal a d. Donc dim C[v] = d.
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m
13. On revient au cas u diagonalisable avec m, = H(X — \;). Démontrer que la famille (p1, p2, ..., pm) des projecteurs
i=1
associés & u est une base de lespace vectoriel Clu].

On a deg m, = m = dim Clu] .
Soit (a1, ..., am,) dans C™ tels que a1pr + ... + mpPrm = 0, on compose par p; , sachant que p; o p; = 0 si
i # j et p;op; =p; , on obtient o; =0 (p; # 0). Ainsi (p1,...,pm) est libre.
(p1,---,Dm) est une famille de vecteurs de C[u], libre de cardinal m . Donc c’est une base de Clu].
14. Dans le cas d’un endomorphisme u non diagonalisable, la famille (p1, pa, . .., pm) des projecteurs associés a u est-elle

toujours une base de l'espace vectoriel Clu]?

Si w non diagonalisable, par exemple nilpotent non nul, alors 7, n’est pas a racines simples et degm, > m.
Donc la famille (p1,pa,...,pm) n’est pas génératrice et n’est pas une base de Clu] .

15. Nous avons vu que si v est un endomorphisme de F diagonalisable, il existe m endomorphismes non nuls p; de F,
m

tels que, pour tout entier naturel ¢, on ait u? = Z A p;.
i=1

Nous allons étudier une « réciproque ».

Soit u un endomorphisme de E, C-espace vectoriel de dimension finie. On suppose qu’il existe m endomorphismes
m

non nuls f; de E et m complexes A1, Ao, ..., A, distincts, tels que, pour tout entier naturel ¢, on ait u? = Z A fi

Démontrer que u est diagonalisable.

On suppose qu’il existe m endomorphismes non nuls f; de E et m complexes A1, A, ..., A, distincts, tels

que pour tout entier naturel ¢ on ait u? = Z A fi.

Donc pour tout polynéme P on a P(u ZP ;) fi- En particulier le polynéme P = H(X — \;) est

i=1
annulateur a racines simples , donc u est dlagonahsable

3. Espaces vectoriels d’endomorphismes nilpotents (Mines Ponts-MPT)

Dans tout le probleme on considere des R-espaces vectoriels de dimension finie. Soit E un tel espace vectoriel et u un
endomorphisme de E. On dit que u est nilpotent lorsqu’il existe un entier p 0 tel que u? = 0; le plus petit de ces entiers
est alors noté v(u) et appelé nilindice de u, et 'on remarquera qu’alors u¥ = 0 pour tout entler k > v(u). On rappelle

que u® = idg. L’ensemble des endomorphismes nilpotents de E est noté N(E).

Un sous-espace vectoriel V de L(E) est dit nilpotent lorsque tous ses éléments sont nilpotents, autrement dit lorsque

YV C N(E).

Une matrice triangulaire supérieure est dite stricte lorsque tous ses coefficients diagonaux sont nuls. On note 7,7+ (R.)
Pensemble des matrices triangulaires supérieures strictes de M, (R).

L’objectif du probleme est d’établir le théoreme suivant, démontré par Murray Gerstenhaber en 1958 :

Théoréme de Gerstenhaber. Soit ¥ un R-espace vectoriel de dimension n > 0, et V un sous-espace vectoriel
nilpotent de L(E). Alors, dim(V) < @ Si en outre dim(V) = @ alors il existe une base de E dans
laquelle tout élément de V est représenté par une matrice triangulaire supérieure stricte.

Les trois premieres parties du probléme sont largement indépendantes les unes des autres. La partie 3.1 est constituée
de généralités sur les endomorphismes nilpotents. Dans la partie 3.2, on met en évidence un mode de représentation des
endomorphismes de rang 1 d’un espace euclidien. Dans la partie 3.3, on établit deux résultats généraux sur les sous-
espaces vectoriels nilpotents : une identité sur les traces (lemme A), et une condition suffisante pour que les éléments d’un
sous-espace nilpotent non nul possédent un vecteur propre commun (lemme B). Dans l'ultime partie 3.4, les résultats des
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parties précédentes sont combinés pour établir le théoréeme de Gerstenhaber par récurrence sur la dimension de ’espace
E.

3.1. Généralités sur les endomorphismes nilpotents

Dans toute cette partie, on fixe un espace vectoriel réel E de dimension n > 0.

1. Soit u € N(E). Montrer que Tr(u*) =0 pour k € N*.

Soit u € N(E), alors il existe r € N* tel que u” = 0. Donc, pour tout k& € N*, (u*)? = (u?)* = 0, d’ou
uf € N(E). Ainsi u* est trigonalisable, Spec(u*) = {0} et par suite Tr(u*) = 0.

2. On fixe une base B de E. On note Nz ’ensemble des endomorphismes de E dont la matrice dans B est triangulaire
n(n—1)

supérieure stricte. Justifier que Np est un sous-espace vectoriel de £(E) et que sa dimension vaut 5

Soit f € Ng, alors xy = X™, donc par théoréme de Cayley-Hamilton, f™ = 0, donc f € N.
L’endomorphisme nul est de matrice nulle dans la base B, donc appartient & Ng.

Soit f,g € Ng, alors A = Matg(f) et B = Matg(g) sont triangulaires supérieures strictes, donc pour tous
a € R et tous (4,7) tel que i > j

(Matg(f + ag))i,j = (MatB(f))i,j ta (MatB(g))m- =0

donc Matg(f + ag) € T,F T (R).
On conclut que N est un sous-espace vectoriel nilpotent.

n(n—l).
2

NB est isomorphe a I’ensemble des matrices triangulaires supérieures, donc de dimension

3. Soit B une base de E . Montrer que
{v(u) |ue N} ={v(u) |ue N(E)} = [[1,n]]

Soit v(u) le nilindice de w € Np, alors u € N(E), donc x,, = X" ce qui entraine que u™ = 0 (théoréme de
Cayley-Hamilton). Par suite v, € [[1,n]], d’ou les inclusions

{v(u) /we N} C{v(u) / uwe N(E)} C[[1,n]]

Soit k € [[1,n]] et notons B = {ey, ..., e, }. L’endomorphisme v défini dans la base B par u(e;) = 0 pour
jelll,n—k+1]] et u(e;) = €j_nyk—1 pour j € [[n — k + 2,n]] est d’indice de nilpotence v, = k et u € Ng,
donc k € {v, / uw € N}, ce qui assure 1’égalité entre ces ensembles.

4. Soit u € L(E). On se donne deux vecteurs z et y de E, ainsi que deux entiers p > ¢ > 1 tels que uP(z) = u?(y) = 0,
uP~Y(z) # 0 et u9=1(y) # 0. Montrer que la famille (x,u(z),...,uP~!(x)) est libre, et que si (uP~ (z),u?"1(y)) est
libre alors (z,u(x),...,uP~1(x),y,u(y),...,u?"t(y)) est libre.

p—1
Supposons que la famille est liée. Alors il existe une famille (o;)o<icp—1 non nulle telle que Z au'(z) = 0.
=0
Considérons j = min{k € [[0,p — 1]] : «a # 0}, alors

p—1
Z au'(z) =0
i=j

et en composant p — 1 — j fois par u, on obtient a;uP~!(z) = 0, ce qui est en contradiction avec a; # 0 et

uP~1(z) # 0.
p—1 q—1
Soit ayg, ..., ¥p—_1, Po, ..., Bg—1 des réels tels que Zaiui(x) + Zﬁjuj (y) = 0, alors en composant par u?, on
i=0 §=0
obtient
aou?(z) + aqud™(z) + ... + a1 (z) =0
olt on a posé r = p — ¢ > 0. La liberté de la famille (z,u(x),...,uP~1(x)) impose que ag = ...c,_1 = 0.
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On obtient donc
p—1 q—1
D aui(x)+ ) Bul(y) =0
i=r =0

et en composant successivement par uq_l, ud=2

;.. U, ON AUTa SUccessivement
a,uP ™ (@) + Boul™H(y) = 0, .oy ap_ouP T (z) + By_2u? (y) =0
et la liberté de (uP~!(z),u?"1(y)) entrainera

(Oér,ﬁo) = e = (ap—27/8q—2) - (an)

et finalement ay,_1uP~1(z) + B,—1u?"1(y) = 0. Par suite (ap_1, B4—1) = (0,0).

5. Soit u € N(E), de nilindice p. Déduire de la question précédente que si p > n—1et p > 2 alors Imu?~! = Imunkeru
et ImuP~! est de dimension 1.

Soit u € N(FE) de nilindice p > n — 1.

Si p =n, alors B’ = (2, u(x),...,u" 1) est une base de E et la matrice de u dans cette base est

0 (0)
1 0
(0) 1 0

Il est clair que
Im (u) = Vect (u(z),...,u" "(z)) , Ker(u)=Vect (u" '(z)) , Im(u""")= Vect(u" "(2))
et on a bien le résultat attendu.

Si p = n — 1, alors (z,u(z),...,u" %(z)) est libre. On la compléte en une base de E, B’ =
(2, u(),...,u”"2(x),y). Alors u" (y) = 0 et d’aprés la question précédente, (u"~2(x),u"2(y)) est liée.
En effet, sinon, nous aurions B’ U {y,u(y)} libre avec un cardinal supérieur ou égal & n + 1.

Im (u) = Vect (u(m), U 2(2), u(y))
Ker (u) C Vect (u"~%(z),y)
Im (u"~2) = Vect (u"2(z),u""2(y)) = Vect (u"2(x))

Ainsi dim (Ker (u)) € {1,2}.
Si y € Ker (u), u(y) = 0, donc par liberté de (u(x),...,u""*(x),y), y & Im (u), donc
Im (u) N Ker (u) = Vect (u" ?(z)) = Im (u"?)

Si y ¢ Ker (u), alors Ker (u) = Vect (u"~?(x)).

3.2. Endomorphismes de rang 1 d’un espace euclidien

On considére ici un espace vectoriel euclidien (E, (—|—)). Etant donné a € F et x € E on notera a ® z Papplication de E
dans lui méme définie par :
Vz € E, (a®z)(z) = (a|z).x

6. On fixe z € E \ {0}. Montrer que l'application a € E +— a ® x est lineaire et constitue une bijection de E sur
{u € L(E) : Imu C Vect(x)}.

Pour tout z € E, a,be Fet « € R

((a+ ab) @ ) (2) = (a + ablz).x = (a|]z).2 + a(blz).x = (a®@z)(2) + a(b® x)(2) = ((a @ x + ab® x)) (2)
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Notons ¢ : E — L (F) définie par
Va€e E, ¢a)=a®x

Soit a € Ker (p), alors
Vze E, ¢(a)(z) = (alz).z =0

Or x # 0, donc avec z = a, on obtient (ala) = ||al|?> = 0, donc a = 0, ce qui assure I'injectivité de ¢.
Pour tout a € E, p(a) = a ® x est linéaire et Im (¢(a)) C Vect (z). Donc

Im () C{u € L(FE) : Im(u) C Vect (z)}

Complétons x en une base de E, B’ = (x, ez, ..., ,,) et soit u € L (E), alors Im (u) C Vect (z) si, et seulement
si, la matrice de u dans cette base est de la forme

ay az Qp
0 0 0
0 O 0

Donc dim ({u € L(E) : Im(u) C Vect (z)}) = n = dim (E). Ce qui entraine que ¢ est bijective de E vers
{u € L(FE) : Im(u) C Vect (z)}.

7. Soit a € E et x € E'\ {0}. Montrer que Tr(a ® z) = (alx).

a® z)(x) = (a|z).2, donc en considérant la base précédente B’, on aura
( )(z) = (alz).z, P :

Tr(a ® ) = Tr Matp/(a ® z)) = a1 = (a|z)

3.3. Deux lemmes.

On considére ici un R-espace vectoriel E de dimension n > 0. Soit V un sous-espace vectoriel nilpotent de £L(E) contenant
un élément non nul. On note
= max v(u
p = maxv(u)
appelé nilindice générique de V ( cet indice est bien défini grace a la question 3). On notera que p > 2.
On introduit le sous-ensemble V* formé des vecteurs appartenant a au moins un des ensembles ImuP~! pour v dans V;
on introduit de plus le sous-espace vectoriel engendré

K(V) := Vect (V°).

Enfin, étant donné x € E, on pose
Vo = {v(z)|v € V}.

L’objectif de cette partie est d’établir les deux résultats suivants :

’ Lemme A. Soient u et v dans V. Alors Tr(u*v) = 0 pour tout entier naturel k. ‘

’Lemme B. Soit z € V* \ {0}. Si K(V) C Vect(z) + Vz, alors v(z) = 0 pour tout v € V. ‘

Dans les questions 8 a 11, on se donne deux éléments arbitraires v et v de V.

8. Soit k € N*. Montrer qu’il existe une unique famille ( ék), ceey f,gk)) d’endomorphismes de F telle que

k
vteR, (utto)t = ¢ fM.
=0

(k) m) _ :
Montrer en particulier que fy~’ = u* et ;") = > wivub=17%
i=0
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k
Débutons par I'unicité. Soient go, ..., gr € L (E) tels que, pour tout ¢ € R, Z t'g; = 0. Alors
i=0
k
i=0
k
> 2=
i=0
k
Z(k +1)'g; =0
i=0
La matrice de ce systéme linéaire est la matrice de Vandermonde V' (1,2,...,k + 1), qui est inversible. Ainsi

go=...=gr =0.

Démontrons 'existence, par récurrence sur k € IN*.
Pour k =1, (u + tv)! = u+ tv = t°u + t'v, donc fél) =, fl(l) =
Supposons qu’on a le résultat pour un certain k > 2, alors, pour tout t € R

(u+to)F 1 = (u+tw)*(u+tv)
k
= Yt u+to)

=0
k

_ Z(tif-(k)u+ti+1f»(k) )

= th(k)“JFZfz b 1”

AP YA )+ g
i=1

ce qui donne fékﬂ) = 7fk’”l) f,gk)v et pour ¢ € [[1, k], f (k+1) fi(k)u + fi(f)lv

Toujours par récurrence.

fél) = u, et si fék) = u*, alors
(k+1) _ p(F) k+1
fo " =1h

U*U u=u

fl(l) =vetsif Zu vut~17% alors

f(k+1 (k) +f U—Zuvukl—l—uv—Zuvu -

=l ,
9. Montrer que > ulouP~17" = 0.
i=0

Soit t € R. Comme u,v € V, u + tv € V. L’endomorphisme u + tv est nilpotent et par suite (u + tv)P = 0.
Ceci étant vrai pour tout ¢ € R, l'unicité établie a la question précédente nous livre fl(p ) =0.

(fY),

10. Etant donné k € N, donner une expression simplifiée de Tr et en déduire le validité du lemme A.

Soit t € R.. Par linéarité de la trace,on obtient

k k

Tr(fl(k+1)) = ZTr(uivuk_i) = ZTr(u v) = (k + 1)Tr(u*v)

=0 =0
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L’endomorphisme u + tv est nilpotent. Il en est de méme pour (u + tv)’”’1 pour tout k € N*. Cela entraine
que, pour tout t € R

k+1
0= Tr ((u+ tv)*1) Zt@ Tr(fF)

Nous remarquons une fonction polyndmiale nulle sur R. Ainsi, pour tout k € N, Tr( fi(kﬂ))

Tr(u*v) = 0, ce qui valide le lemme A.

=0, c’est a dire

11. Soit y € E. Démontrer que f¥~V(y) € K(V). A I'aide d’une relation entre u(f*~" (1)) et v(uP=1(y)), en déduire
que v(z) € u(K(V)) pour tout z € ImuP~!,

Comme FE est un C-espace vectoriel de dimension finie, toutes ses normes sont équivalentes. Par définition

Vi={z€F :,3ueV, ze&lm(w ')}

770 = lim 7 (ot 0P ) - 297000) = hi (kw2 (G0) =0 (30))

fl(p 71)(y) est limite d’une fonction & valeurs dans K (V) qui est fermé, comme sous-espace vectoriel de dimen-
sion finie,. Donc fl(p_l)(y) e K(V).
—1 p—1

P
Comme E urouP 17t =0, E ulouP~1t = —puP L. Par suite

p—1
p 1) _ Zuz+1 uP—2-i Zuivup—l—i:_vup—l
i=1

donc u (fl(p_l)(y)> =—v (up’l(y)).
Soit € Im (uP~1). Alors, il existe y € E tel que x = uP~!(y). Par suite

v@) =v (W () = —u (V@) € u(KV))

vu que fl(pfl)(y) e K(V).

12. Soit 2 € V*\ {0} tel que K (V) C Vect (z)4Vz. On choisit u € V tel que z € ImuP~". Etant donné y € K (), montrer
que pour tout k € N il existe yx € K(V) et A\, € R tels que y = \gz + u*(yx). En déduire que K (V) C Vect (z)
puis que v(z) = 0 pour tout v € V.

D’apres la question 11
Ve elm (W) VveV wv(z)euK(V))

ie. Vo e Im (uP—l) Vr C u(K(V))

On remarque que u(Vect (z)) = {0}, donc

K(V) C Vect (z) + u(K(V)) C Vect (z) + u*(K(V)) C ... C Vect (x) + u*(K(V))
pour tout & € N. Donc pour tout k& € N, il existe A, € R, yp € K(V) tel que y = \pz + uF(yz).

Pour k = p, y = Az + uP(y,) = Apx € Vect (x), donc K (V) C Vect (z).

De l’'inclusion précédente
Vo C u(K(V)) C u(Vect (z)) C {0}

donc Vx = {0}.
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3.4. Démonstration du théoréme de Gerstenhaber.

Dans cette ultime partie, nous démontrons le théoreme de Gerstenhaber par récurrence sur 'entier n. Le cas n = 1 est

immédiat et nous le considérerons comme acquis. On se donne donc un entier naturel n > 2 et on suppose que pour tout es-
(n—1)(n-2)

2

alors il existe une base de E’ dans laquelle tout élément de V'’ est représenté par

pace vectoriel réel E’ de dimension n—1 et tout sous-espace vectoriel nilpotent V'’ de L(E ") ona dim V' <
(n—1(n-2)
2

une matrice triangulaire supérieure stricte.

rt si en outre dim V'’ =

On fixe un espace vectoriel réel E de dimension n , ainsi qu’un sous-espace vectoriel nilpotent V de £(E) . On munit E
d’un produit scalaire (—|—) , ce qui en fait un espace euclidien.

On considére, dans un premier temps, un vecteur arbitraire  de E \ {0}. On pose
H := Vect(z)*, Va:={v(z)|veV} et W:={veV:v(x)=0}.
On note 7 la projection orthogonale de E sur H. Pour u € W, on note @ ’endomorphisme de H défini par
Vz € H, u(z) = m(u(z)).
On considere enfin les ensembles
Vi={u|lueW} et Z:={ueW:u=0}

13. Montrer que Vx, W, V et Z sont des sous-espaces vectoriels respectifs de E, V, L(H) et V.

On considere 'applications linéaire
v

—
P lo — v(x)

et on observe que Vz = Im (p), W = Ker (p).

On considere ’application linéaire
w

u

Il
-

¢ |

et on observe que V = Im (¢), Z = Ker (¢).

14. Montrer que o
dim(V) = dim(Vz) + dim(Z) + dim V.

On applique le théoreme du rang aux applications ¢ et . On obtient
dim (V) = dim (W) +dim (Vz) et dim (W) = dim (Z) + dim (V)

ce qui donne ’égalité -
dim (V) = dim (Vz) + dim (£) + dim (V) .

15. Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel L de E tel que
Z={a®@z|ac L} e dimL=dimZ.

et montrer qu’alors z € L*.

Par définition Z = {u € W : @ = 0}. Or, pour tout u € W, ©w = 0 si, et seulement si
Vze H u(z)=m(u(z)) =0

Cette condition équivaut a
Vz € H,u(z) € Vect (z)

qui se rééerit u(H) C Vect (x).
Donc
Z={ueW : u(H) C Vect (z)}
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Or d’apres la question 6, ’application a — a ® x est un isomorphisme de E dans
{ue L(F) : Im (u) C Vect (z)}
Notons L le sous-espace de E image réciproque de
Zc{ue L(E) : Im(u) C Vect (z)}

par cette application. Alors
Z={a®zx : a€ L}

De plus Z et L sont isomorphes. Ainsi ont-ils méme dimension.
Soit a € L. L’application a ® x € Z, donc est nilpotente. Par suite grace a la question 7

Tr(a®z) = (alz) =0

Nous avons établi que z € L.

16. En considérant v et a ® = pour u € V et a € L, déduire du lemme A que Vz C L+, et que plus généralement
uk(x) € L+ pour tout k € N et tout u € V.

Soit v € V. Montrons que v(z) € L*. Soit a € L, alors pour tout z € F
(a® 0(2)) (2) = (al2).0(z) = v ((a])2) = v (@@ 2)(2)) = (v (1@ 2)) (2)
donc a ® v(z) = vo (a ® ). En appliquant le lemme A avec k = 1, on obtient
Tr(vo (a®x)) =Tr(ea®v(z)) = (alv(z)) =0

donc v(z) € L*.
D’apres le lemme A
0="Tr(u*oa®z) = (aju®(x))

donc u*(z) € L*t.

17. Justifier que A.z ¢ Vzx pour tout A € R*, et déduire alors des deux questions précédentes que

dimVz +dimL <n — 1.

S’il existe A € R* tel que A\x € Vx, alors il existe u € V tel que Az = u(z). Donc A € Spec(u). Or w est
nilpotent, donc A = 0. Ceci contredit A # 0.

D’aprés les deux questions précédentes, Vo C L+ et Vect (r) € L. Or Vect (x) n’est pas inclus dans Vz,
donc linclusion Vz C L est stricte, d’ott dim (Vr) < dim (LL) et par suite

dim (Vz) + dim (L) < dim (L*) + dim (L) = n

c’est & dire dim (Vz) +dim (L) < n — 1.

18. Soit u € W. Montrer que (%)*(z) = 7(u*(z)) pour tout k € N et tout z € H. En déduire que V est un sous-espace
vectoriel nilpotent de £(H).

7 est la projection orthogonale de E sur H donc, pour tout z € H, m(z) = z. Ainsi
@’ (2) = z = m(u’(2))
Supposons que, pour tout z € H, u*(z) = m(u*(2)), pour un certain k € N*.
Tout z € E se décompose par z = ax +y ou o € R et y € H. Soit u € W. Comme u(x) = 0, il vient
u(z) =uly) et mz) =y
d’ott u(m(2)) = u(y) = u(z).
Alors, pour tout z € H

a*H(2) = a(@(2) = a(r(u*(2))) = u(u"(2) = 7(u(u(2))) = 7(u"*(2))
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ce qui acheve la récurrence.
Soit u € W. u étant nilpotent, il existe k € N* tel que u* = 0. Ainsi @
nilpotent.

k = rou? = 0 donc V est un sous-espace

19. Démontrer que
—1
dimV < %

V est un sous-espace de £ (H) nilpotent et dim(H) = n — 1, donc par hypothése de récurrence,

= _(n=1)(n-2)
dim(V) < —

donc avec I’égalité de la question 14 et 'inégalité de la question 17, on obtient

dim(V) = dim(Vz) 4+ dim(L) + dim(V) < n — 1 + (n — 1)2(n ~2) _ n(n2_ 1)

-1
Dans toute la suite du probléme, on suppose que dimV = %
20. Démontrer que
— —1)(n—2
dim V = %, dim(Vect (z) & V) + dim(L) = n.

et
L+ = Vect (z) @ V.

En déduire que Vect (z) @ Vx contient v*(x) pour tout v € V et tout k € N.

= -1 -2
De Tinégalité de la question 17 et I’égalité de la question 14, on tire dim(V) > w

_ “1)(n—2 _ “1)(n—2
hypothese de récurrence dim(V) < % Donc dim(V) = w

. Or par

Avec ces résultats, ’égalité de la question 14 entraine que, dim(Vz) + dim(L) = n — 1, donc

dim(Vect (z)) + dim(Vz) + dim(L) = n

On a les inclusions entre sous-espaces, Vect (z) C L* et Vo C L. Donc Vect () @ Vo C L*. De plus on a
égalité de dimensions, donc Vect (z) @ Vr = L.
D’aprés la question 16, pour tout v € V, et pour tout k € N, v*(z) € L*, donc v*(x) € Vect (z) © Vz.

21. En appliquant I’hypothése de récurrence, montrer que le nilindice générique de V est supérieur ou égal a n — 1,
et que si en outre Vx = {0} alors il existe une base de E dans laquelle tout élément de V est représenté par une

matrice triangulaire supérieure stricte.

(n-1)(n-2) et dim(H) =

n — 1, donc par hypothese de récurrence, il existe une base B’ de H tel que pour tout v € W, Matg (v) est
triangulaire supérieure stricte. Soit v € £ (H) de matrice dans la base B de taille n — 1, est

D’aprés la question 18, V est un sous-espace nilpotent de £ (H), de dimension

0 1 (0)
0

(0) 1

0

alors v™"~2 # 0. Considérons v € V dont la restriction & H est égal & v, alors u”~2 # 0, donc le nilindice
générique de V est supérieur ou égale a n — 1. Si Vx = {0}, alors pour tout v € V, v(z) = 0. On considere
la base de E, B = B’ U {x}, alors tout élément v € V est représenté par une matrice triangulaire supérieure
stricte.
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Compte-tenu du résultat de la question 21, il ne nous reste plus qu’a établir que ’on peut choisir le vecteur = de
telle sorte que Vz = {0}.

On choisit z dans V* \ {0} (I’ensemble V* a été défini dans la partie 3.3). On note p le nilindice générique de V, et
I'on fixe u € V tel que 2 € ImuP~!. On rappelle que p > n — 1 d’aprés la question 21.

22. Soit v € V tel que v(z) # 0. Montrer que ImwvP~! C Vect (x) @ Va. On pourra utiliser les résultats des questions 5
et 20.

Si vP~1 = 0, alors Im(vP~1) = {0} C Vect (z) ® V.

Si vP~! # 0, alors le nilindice de v est p > n — 1, donc d’aprés la question 5, Im (vP~1) = Im (v) N Ker (v) et
dim(vP~1) = 1.

v(x) # 0, considérons j = max{k € [[1,p — 1] : v¥(z) # 0}. Alors v/T1(z) = 0, donc

v/ (z) € Im (v) N Ker (v) = Im (vP~')

Par suite Im (vP~!) = Vect (v/(z)). D’apreés par la question 20, v?(z) € Vect (z) & Va, donc Im (vP~1) C
Vect (2) @ V.

23. On suppose qu’il existe vy € V tel que vo(z) # 0. Soit v € V. En considérant v + tvy pour ¢ réel, montrer que
ImvP~! C Vect (z) & Va.

vo(z) # 0, donc il existe 7 € [[1,n]] tel que 7;(vo(x)) = (vo(x)); # 0 ou 7; la j-iéme projection qui livre la

j-ieme composante d’un vecteur de E dans une base fixée.

Soit z € E. Considérons une forme linéaire p: E — R nulle sur Vect (z) ® Vi, et la fonction polynomiale
P:t— m; ((v+tv)(2)) .0 ((v+ tvo)pfl(z))

de degré inférieur ou égal & p. D’aprés la question précédente, pour tout ¢ € R tel que (v + tvg)(z) # 0,

V2 E (v+tv)P (2) € Vect (z) @ Vz
donc P(t) = 0 pour tout ¢t € R tel que (v+tvg)(x) # 0. Ainsi donc P admet une infinité de racines, donc P = 0.
Or mj(vo(x)) # 0, donc
t — m; ((v + tw)(x))

est non nul, ce qui impose
VteR ¢ ((v+tv)P ! (2))

En particulier pour ¢t = 0, ¢ (vpfl(z)) = 0, ceci pour toute forme ¢ nulle sur Vect(z) @ Vz. En particulier
pour les projections qui envoient un vecteur sur les composantes dans Vect (z) @ Vx)*. On obtient vP~1(z) €
Vect () @ Vz, ce qui entraine que Im (up_l) C Vect (z) & V.

24. Conclure.

On vient de montrer que pour tout v € V, Im (vP~!) C Vect (z) ® Vz, donc

U Im (v~ ') C Vect (z) & Vz

veEY

Par suite
K (V) = Vect (U Im (vpl))> C Vect (2) @ Vz
veY

ce qui entraine par le lemme B, que Va = {0}. D’apres la question 21, il existe une base de E dans laquelle
tout v € V est représenté par une matrice triangulaire stricte.

DAVID BLOTTIERE 19 VERSION DU 1°* FEVRIER 2025



	Formule Zêta alternée de Riemann (CCINP-MPI)
	Généralités
	Produit de Cauchy de la série alternée par elle-même

	De la diagonalisabilité d'un endomorphisme d'un C-espace vectoriel (CCINP-MPI)
	Lemme de décomposition des noyaux, sous-espaces caractéristiques et projecteurs
	Une condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité

	Espaces vectoriels d'endomorphismes nilpotents (Mines Ponts-MPI)
	Généralités sur les endomorphismes nilpotents
	Endomorphismes de rang 1 d'un espace euclidien
	Deux lemmes.
	Démonstration du théorème de Gerstenhaber.


