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Un corrigé du devoir surveillé n°4 — sujet MPI

Laurent Carrot, Jérémy Larochette, DB

Exercice I — Fonction Gamma (DB)

1. Soit z € C.
e La fonction f, est continue par morceaux sur |1, +o00l.

e Nous observons que

|fz(t)| _ 7fRe(z)—l et~ tRe(z)—l >0
t—0+

D’apres le théoréme de comparaison pour les fonctions positives et les résultats sur les intégrales de
Riemann, la fonction f, est intégrale en 0T si et seulement si 1 — Re(2) < 1, i.e. si et seulement si
Re (z) > 0.

e Nous observons que

1
_ 4Re(2)-1 —t _ - : ‘
|f2(t)] =1t et = 0 <t2> [croissances comparées]

Par comparaison a une intégrale de Riemann (de fonction positive) convergente, la fonction f, est
intégrable en +oo0.

e Des trois points précédents, nous déduisons que Dp = {z € C : Re(z) > 0}.

2. Comme Re(z+ 1) =Re(z) +1 > 1, le complexe z + 1 appartient bien & Dr. Les fonctions

wit—t* vitr— —e !

sont de classe C! sur |0, +oo[. De plus

‘—tz e_t‘ =ReE et 0 et ‘—tz e_t‘ L o — [croissances comparées]
t—0t t—+o00

Donc [uv]§™ est bien défini et vaut 0. Nous en déduisons que les intégrales (que I'on sait converger d’apres

la question 1)
—+o00 400
/ e tdt et / 2t et dt
0 0

sont égales (intégration par parties).
3. Nous raisonnons par récurrence.

e Nous calculons

B +oo 4 L 7—tA_ . A 1
ro+1)= e’ dt = lim e = lim —e " 4+1=1=0!
0 A—+oo 0

La formule demandée est donc vraie pour n = 0.
e Soit n € N* tel que I'(n + 1) = n!. D’apres la question 2
'm+2)=m+1)I'n)=n+1)n=(Mn+1)!

La formule est donc vraie au rang n + 1.

4. La fonction
10, +00] — ]0,4o0]
x — 332

est croissante, bijective et de classe C'. Par théoréme de changement de variable, les deux intégrales

+oo gt +oo 2
— dt et / 2¢ " dx
0 Vit 0
ont méme nature. Elles convergent d’aprés la question 1. Alors leurs valeurs sont égales, i.e.

1 too
| R :2/ e dx =1
2 0
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Exercice II — Reégle de Raabe-Duhamel (DB)
5. Par hypothese :

u v
dng €N, Vn > ng, ntl o Znd

< .
n Un

Comme les suites (uy)nen €t (vn)nen sont a termes strictement positifs, nous en déduisons

Un41 (v
Yn = ng, ntl <2,

X
Un+1 Un

. Un P . . . ..
La suite [ — est décroissante, donc majorée par son premier terme. Ainsi :
Un nz=no

VneN, Oéungmax{uk : k:e[[O,no]]}
Un Vg

et up = O (vp).

1
. Soient § un réel tel que 1 < 8 < « et, pour tout n € N*, v, = 5 Alors :
n

B 1 \? 1 1
e () = () ) e )
Un, n+1 n+1 n+1 n+1

n n
et :

Uptl  Unil _aﬁ+0(1>Naﬁ

= > 0.
Un, Unp, n n

Nous en déduisons qu’a partir d’un certain rang :

Un+41 Un+1
<

Un Un

puis u, = O (v,) d’apres la question précédente. Comme :

1
un_0<n/3)’

— pour tout n > 1, — > 0;
1

— la série E —3 converge (critere de Riemann);
n>1 n

le théoréme de comparaison livre que la série E Uy, converge.

n=1

1
Soient S un réel tel que a < 5 < 1 et, pour tout n € N*, v,, = 5 Alors :
n

n

> 0.

un+1_vn+1_5*0¢+0 I\ B-«
Uy, Up, n n

Nous en déduisons qu’a partir d’un certain rang :

Un+41 Un+1
<

Un Un

puis v, = O (uy,) d’apres la question précédente. Comme :
1

)
— pour tout n > 1, u, = 0;

1
— la série Z —5 diverge (critere de Riemann);
n>1

le théoreme de comparaison livre que la série E uy, diverge.

n=1
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8. Posons, pour tout n € N* :

n—1
a+k
un.—kl;lo Ty > 0.

Alors :
Untl _ a+n:1_ b—a :1_b—a+0<1>.
Unp, b+n b+n n n
D’apres les deux questions précédentes, la série Z H converge sib—a > 1 et divergesib—a < 1.
S1iso b+ k
Sib—a=1, alors :
n—1 n—1
a+k a+k a a
un =1 b+k 11 a+k+1 a+n n
k=0 k=0
Comme :
a
— Un ~ —;
n
a
— pourtoutn > 1, — > 0;
n
— la série Z a diverge ;

n>1

le théoreme de comparaison livre que la série E uy, diverge.

n=1
9. D’apres I’hypothese
1 1 1
In(up+1) — In(uy,) neo T +0 2 Up = In(Ups1) — In(uy) + -
—_———
=:Un

Par théoréme de comparaison avec une série de Riemann (& termes positifs) convergente, la série E Un,
converge. Ainsi

n—1 +o0o +o0o —+o00
Suk=> vk— Y v = v +0(1)
k=1 k=1 k=n T k=1
D’autre part
n—1 1 1
Z Z =H, — e In(n) +~y+o(1)
k=1
Nous en déduisons
n—1 n—1 1 n—1 +o0o
In(uy) — In(uy) = Z In(ugs1) — In(ug) = — Z z + Z Uk = In(n) — v+ Z vk +0o(1)
k=1 k=1 k=1 k=1
——
=:S
puis
C
u, = —xuxeIxedxe® ~ Z>0
n—4+oco n | — n—+oo nNn
=C>0

Par comparaison avec une série de Riemann (a termes positifs) divergente, nous en déduisons que la série
E u, diverge.

Exercice III — Transformation d’Abel (DB)
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10. Soit n € N*.

n—1 n—1 n—1
> A (b = begr) + Anbp = Y Apbp— Y Apbpgr + Anby
k=0 k=0 k=0
n—1 n
= > Apby— Y Ap_iby + Anb,  [changement d’indice k' =k + 1]
k=0 k=1
n—1 n—1
= Aobo+ > Axbr — Y Ap_1bp — An_1by + Anby
k=1 k=1
n—1
= Ao bo+ > (Ap — Apo1) b+ (Ay — An1) by
\00’/ k=1 ay an
= > aby
k=0
11. D’apres la question précédente :
n n—1
Vn € N*, Z arpb = Z Ay (bk — bk+1) + A,b, . (1)
k=0 k=0

Démontrons que la série ZAk(bk — bp41) est (absolument) convergente. La suite (Ay), oy étant
bornée, il existe M € R tel que :
VkeN, [Agl <M.

Pour tout £ € N :

0 < [Ak (b = br1)| < M [b = besa| = M (b — bpy1)
car la suite (by),cy est décroissante.
Comme la suite (by),cy converge, la série télescopique Zb’f — bg41 est convergente. Par linéarité,
la série Z M (b, — bg41) converge.
D’apres le théoréme de domination pour les séries a termes positifs, la série Z Ap(bg—bg+1) converge
absolument, donc converge. Par définition méme, la suite de ses sommes partielles converge. Donc,
il existe £ € C tel que :

n—1

Démontrons que la suite (Ay,by), oy converge vers 0. La suite (by,),, oy est décroissante et converge
vers 0. D’apres le théoreme de la limite monotone et le caractere unique de sa limite, 0 est la borne
inférieure de la suite (b,),cy. En particulier, 0 minore la suite (by), ¢y, i-e. la suite (by), oy est a
termes positifs ou nuls.

Pour tout n € N :
0 < |Apby| < Mb, .

Comme la suite (by,), oy converge vers 0, le théoreme d’encadrement nous livre |A,by| PR 0 et
n—-+0o0

donc :

Apby —— 0. (3)
n—-+oo

Conclusion. De (1), (2) et (3), nous déduisons :

n
Z akbk — /.
=0 n—-+o00

La suite des sommes partielles de la série E anby, converge, donc la série E anby, converge.
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a
12. Nous raisonnons par ’absurde. Supposons qu’il existe o < 1 tel que la série Z —Z converge. Comme la
n
a
série Z — diverge, a # 1 et donc a < 1.
n

Soit n € N*.
an an 1

= — X .
n ne nl—a
Vérifions les hypotheses (H1) et (H2) de la question 11.

n
a
(H1) La série E —Z étant convergente, la suite ( E
n
k=1

ag

a) de ses sommes partielles est convergente,
neN*

donc bornée.
(H2) Comme 1 — « > 0, la suite (

l—a) est décroissante et converge vers 0.
n neN*

a
Le résultat de la question 11 s’applique donc et nous livre la convergence de la série Z 2 d’ol une
n

contradiction.
cos(nf
13. e Démontrons que la série Z L converge. Pour tout n € N* :
n=1
cos(nf 1
(n6) = cos(nf) x — .
n n

Vérifions les hypotheses (H1) et (H2) de la question 11.
(H1) Soit n € N*.

Il
=
@
-~
[~]=
m@
EN
>
\—/

Z cos(k0)
k=1

k=0
= Re|e® 1_761'719 {car e £1,cf.0#0 [Qﬂﬂ
1—e T
0
—2ie"2 sin (n >
= Re|e? p i [par factorisation par I’angle moitié]
—2ie'2 sin < )
2
. /n0
(n+1)0 S ?
= Re|é N (9)
sin | 5
Donc :
sin (n9>
- 1)0 2
Z cos(kf) = cos <(n +1) ) 2
* © ()
k=1 sin | —
2
et

<

kzzjl cos(k0) Sm@

indépendant de n

n

De cette étude, nous déduisons que la suite (Z COS(k9)> est bornée.
k=1 neN*
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14.

1
(H2) La suite <> est décroissante et converge vers 0.
neN*

n

cos(nb) '

Le résultat de la question 11 s’applique donc et nous livre la convergence de la série Z
n

0
Démontrons que la série Z cos(n)‘

n=1

diverge. Nous raisonnons par l'absurde et upposons que la

L. |cos(nb)|
série E ———— est convergente.
n

Soit n € N*. Comme |cos(nf)| < 1, cos?(nf) < |cos(nf)|, donc :

2
0< cos”(n#) _ 1 N 1 cos(2nb) < |cos(nb)| .
n 2n 2 n n

Par théoréeme de domination pour les séries a termes positifs :

1 1 2n6
la série Z > + 3 cos(2n6) converge. (4)
n n

Nous scindons alors 1’étude en deux parties.

cos(2nh)

— Cas ou 20 # 0 [27]. D’apreés le point précédent, la série converge. A I’aide de (4) et des

1
résultats de linéarité sur les séries convergentes, nous en déduisons que la série E — converge.
n
1
— Cas ou 20 = 0 [27]. Le résultat (4) se ré-écrit alors : la série E — converge.
n

Dans les deux cas, nous concluons a la convergence de la série harmonique, que ’on sait étre diver-
gente, d’ou une contradiction.

inf ein@
Cas ou o < 0. Alors

est

=n"% ne tend pas vers 0, lorsque n tend vers +oc. La série Z
n=1

(e}

donc grossierement divergente.
ind

Cas ot a > 0 et @ = 0 [27]. Dans ce cas, la série Z
n>1

— est une série de Riemann. Elle converge

donc si et seulement si o > 1.

Cas ot a > 0 et 0 # 0 [27] La série Z

n=1

inf

— converge si et seulement si les deux séries :

Z cos(:@) ot Z sm(:@)
n=1 n n=1

convergent. En suivant la démarche exposée dans la question 13, nous démontrons que les deux séries
inf
précédentes convergent et donc la série E
n>1

o converge.

Exercice IV — Fonction et loi zéta (Laurent Carrot, Jérémy Larochette)

1
15. La série Z — converge si et seulement si x > 1 (série de Riemann), donc D¢ =]1, +-o0l.
n

16.

n>1

e Pour tout n € N*, la fonction

1,400 — R
fn 1

x —
T

3

est décroissante.
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e Nous en déduisons que , pour tout n € N*, la fonction
n 11, +c0] — R
k=1 v k*
k=1
est décroissante (somme d’un nombre fini de fonctions décroissantes).
e Fixons des réels z,y € D¢ tels que x < y. D’apres le point précédent

VneN" Y fuly) <D fil2)
k=1 k=1

en faisant tendre n vers +o0, il vient ((y) < ((z). La fonction ¢ est donc décroissante sur D¢.

17. La fonction ¢ est décroissante et positive (donc minorée par 0) sur D¢. D’apres le théoreme de la limite
monotone, ¢ posséde une limite finie £ en +00 et

— inf >
14 xlenDCC(:U) 0

1
18. e Soit x €]1,4o00[ et n € N. tel que n > 2. Soit g : t € [1,+o00[— w9 est décroissante sur [1, o0
comme inverse d’une fonction croissante et positive.

— Pour tout ¢t € [n,n + 1], g(t) < g(n) (car g décroissante sur [1,+oo[, donc sur [n,n + 1] (car
n > 2)). D’ou, par positivité de l'intégrale (n <n+1) :

n+1 n+1 n+1 1
/ g(t)dt < / g(n)dt, e / g(t)dt < g(n) = —.
n n n n®
— De méme, por tout ¢t € [n—1,n], g(n) < g(t) (car g décroissante sur [1, +o0[, donc sur [n — 1,n]

(car n > 2)). D’ou, par positivité de 'intégrale (n —1 < n) :

/n g(n)dt</n g(t)dt, ie 1_g(n)</n o(t)dt.

n—1 n—1 n® n—1

— En mettant bout a bout les deux inégalités obtenues, on a bien :
ntldt I dt
n FE h E = n—1 nti‘r
1
t

+o0
e Comme z > 1, / —dt converge (Riemann). D’oli, en sommant l'encadrement précedemment
1

obtenu pour tout n = 2...+4 oo (la série et les intégrales convergent), on obtient, grace a la relation
de Chasles,

oo =1 oo ]
/2 twdtgznxg/l =t
n=2
En ajoutant 1 a tous les membres de I’encadrement, on obtient :

—+00

+oo ] X1 = 1
1 —dt <1 — = —gl/ —dt

Enfin, comme

oo 1 +00 1 +oo 1 +o0
/ it = [_gc—l} = g1 ¢ / it = {_gc—l
2t (x— 1)t 9 (r—1)2 1t (x— 1)t 1

on a bien 'encadrement souhaité :
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19. Comme
1+ 71 71 t 1+ 1 1
~ e ~
(x—1)22=1 g1t -1 r—1 a—1+ -1

nous déduisons de la question 18 et du théoreme d’encadrement pour les équivalents

¢(x)

~ — 400
z—=1+t x—1 z—1+

20. En faisant tendre x vers 400 dans I’encadrement obtenu a la question 18, il vient

A ) =1
1 1 1 . : - 1
21. ° < ) = ( X > est une « suite double produit » sommable car les séries Z —
(@b)* /) (a.p)ea V" / (ap)ea a®

1
et Z X sont absolument convergentes (les termes sont positifs) de somme le produit des sommes,

1
c’est-a-dire de somme ((z)2. En effet, les termes sont positifs, pour tout a € N*, Z W

a
beN*

converge

et Z C converge vers ((x)2.

a€eN*
e On pose, pour tout n € N*, A,, = {(a,b) € A, ab=n}. Alors |_| A, = N*,
neN*
e Par sommabilité et théoréme de sommation par paquets, on peut écrire, la série étant convergente

>

(a,b)eA

1 = 1 =

|A |
(ab)® - Z Z (ab)® - Z Z Z :

n=1 \(a,b)€A, n=1 \(a,b)€A,

Or |A,| = [{(a,b) € N2, n = ab}| = H(a, Z) avec a diviseur positif de n}‘ = d,.

+0o0o
d
Finalement 2=
inalement, {(x) nzz:l e
+oo
22. Comme (X € aN*) = |_| (X = ak), on a par o-additivité,
k=1
+oo +oo
1 ¢(s)
P(X € aN*) = P(X =ak) = =
(X €aN') =2, PIX =ah) =2, 71035 = Fsjar

1
donc P(X € aN*) = —

aS
23. <. On a directement que si a; X ag X --- X a, divise N, alors chacun des a; divise N sans hypothese de
primalité relative.
—>. On montre le sens direct par récurrence simple. Soit, pour n > 2, P(n) : « Si aq,...,a, sont des
diviseurs de n premiers entre eux deux a deux, alors aj - - - a,, divise N. ».

— Pour n = 2, montrons que P(2) est vérifiée. Soient a; et ay des diviseurs de n premiers entre
eux. On a k € N tel que ao divise N = a1k. Comme a1 A as = 1, par lemme de Gaul’, ay divise
k donc ajas divise N.

— Soit un n > 2 pour lequel P(n) est vraie, soient ay,...,an+1 des diviseurs de N deux a deux
premiers entre eux.
Comme ay,...,a, sont des diviseurs de N deux a deux premiers entre eux, par hypothese de
récurrence, aq - - - a, divise V.
Mais aq - - - an et apy1 sont premiers entre eux : en effet, aucun des a; pour ¢ entre 1 et n n’a de
diviseur premier en commun avec a,+1 donc a; - - - a, ne peut en avoir lui aussi.
Ainsi, ay - - ay et ay41 sont deux diviseurs premiers entre eux de N, donc d’apres le cas n = 2,
ai - an4q divise N, ce qui établit la récurrence.
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Ainsi, si aq, ..., a, sont premiers entre eux deux a deux, ils divisent N si et seulement leur produit
divise N.
e Le résultat n’est plus valable si on suppose seulement a1, ..., a, premiers entre eux dans leur ensemble

comme on le voit avec le contre-exemple : 6,10, 15 sont premiers entre eux dans leur ensemble (aucun
diviseur premier en commun) mais pas deux a deux, ils divisent tous 30, mais pas leur produit.

24. Si aq,...,a, € N* sont premiers entre eux deux a deux, et (by,...,b,) une sous-famille de (ay,...,ay)
(avec 1 < r < n), ils sont eux aussi deux a deux premiers entre eux donc la question précédente s’applique
et

<ﬂ (X € bpN¥) > = P(b|X,...,b]X)
= P(by---b|X) [question 23]

= P(X €b - bNY)

1
= by [question 22]
L---b,

U
il

= J[ P(X € bpN¥) [question 22]
k=1

donc, par définition, les ([X € axN*])pe[1 ) sont mutuellement indépendants.

n

25. Soit n € N*. B, = ﬂ (X ¢ ppN*) par définition de B,,. Or les ([X ¢ prN*])1<r<n sont mutuellement
k=1
indépendants en tant que complémentaires des ([X € ppN*|)i1<k<n qui sont mutuellement indépendants

d’apres la question 24.

Donc
n

= ﬁ P(X ¢ ppN*) = H (1 - ) [question 22]
k=1

26. Soit w € ﬂ B,,. Alors X (w) est un élément de N* divisible par aucun nombre premier : X (w) =1, et la

neN*
réciproque est vraie. Donc

1
P B,| =P(X=1)=—
0 K=D=5

Or (Bp)nen+ est une famille décroissante pour l'inclusion, donc par continuité décroissante,

1
P(B,) —— P| () Ba| = —
(Br) s HeN- ¢(s)

¢(s).

— —S n—-+00

1
27. On suppose par ’absurde que Z — converge. Comme, pour tout n € N*,

Pk
n

1 1 1

lnun:—zm(l—) et —ln<1—>~

=1 Pk Dk Pk
car pp — +oo (par exemple parce que pr > k), par comparaison de séries a termes généraux positif,

1
Zln <1 — ) converge, donc, par continuité de ’exponentielle, on a ¢ € R tel que u, —— .
k Dk n—+oo
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1 1
Soit s > 1. On a pour k € N*, 1 < p; < pj, donc [T > — > 0 donc, pour tout n € N,
Dk py,
n
1 .

Uy, = H 7 et en faisant tendre n vers +oo,

et b Py

0= ((s) [inégalité obtenue pour un réel s > 1 quelconque]

1
Mais ((s) —1> 400 d’apres la question 19 et on obtient une contradiction. C’est donc que E — diverge.
S—r pk
keN*
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