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Un corrigé du devoir surveillé n°4 — sujet MPI*

par Edouard Lucas

Partie I — Préliminaires

n+1 n+1
1. (a) Soit n = ng. On a avec Chasles : vp41 — v = f(n +1) — / f(t)dt = / (fn+1) = f(t))dt

Commme f est décroissante, on a V¢ € [n,n+ 1], f(n+1) — f(¢) <0
d’ott Yp41 — 7n < 0. D’autre part, toujours selon Chasles, on a

n—1 k41 n—1 k+1
= f(n) + ;;0 (f(k) - / f(t)dt> — fn)+ ;;0 / (F(k) — () dt

Comme pour k > ng, on aVt € [k, k+ 1], f(k+1)— f(t) > 0;alors v, > f(n) 20
Ainsi la suite la suite (,,) est décroissante et minorée par 0

d’ou ‘ la suite (yy,)n>n, €st monotone et convergente‘

1
(b) On applique ce qui précede a la fonction f : ¢ — W qui est bien continue, positive et décroissante sur
n
[2, +o0l.
n 1 n 1 n 1
Donc la suite <Z (k) —/2 () dt) = (Z Fn(h) In(In(n)) +ln(1n(2))) est convergente de
k=2 n>2 k=2 n22

limite que je note £ € R.

< KaR|
donc lorsque 'entier n tend vers +o0, on a ,;2 TIn(h) /2 mdt ={+In(In(2)) + o(1)

—~ 1
d’out | Pexistence d’'un réel C' = ¢+ In(In(2)), tel que E FIn(h) = In(In(n)) + C + o(1) lorsque n — 400
n
k=2

1
(c) La fonction ¢ — ——— est continue sur [2, +o0l.
t1In*(¢t)

4 N 1 4 1
Soit A > 0.0 e dt=|—| = = d’ol dt
“ ne /2 2 (1) [ln(t)L_Q m(2)  In(4) " " /2 tn2(0) ¢ Asteo In(2)

+oo
1
On a établi | la convergence de 'intégrale / ——dt
2 tin (t)

Comme en (b), on applique (a) & la fonction f : ¢t — 5 qui est bien continue, positive et décroissante

1
tin(t)
sur [2, +o0[

n
1 L
ce qui nous fournit L € R, limite de la suite (Z — / dt) et on a
2
n=2

— kin(k) tn?(t)
GI | noo] 1 1 s 400 1
:L+/ ——dt+o(l)=L+ — +o(1 L+
kZ:2 kln(k) o tIn?(t) (L) In(2) 1In(n) ) In(2)
1
on en déduit |la convergence de la série Z ————— | d’apres celle de la suite de ses sommes partielles
kln*(k)

In(k) In(k)
k(k—1) " K2

2. Par croissance comparée, quand k — +oo, on a k%/2

In(k) :0( 1

1
d’ol m k?’/2> or la série Z =YE est convergente

In(k)
k(k—1)

donc par comparaison & une série a termes positifs | la série de terme général est convergente
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3.

()

Soit n € N tel que n > 2.

Soit k € N tel que k£ > 2.
k

On a par croissance de In sur [k — 1, k], In(k) > / In(t)dt
k—1

n n
donc en utilisant Chasles : Zln(k) > / In(t)dt
k=2 1
Puis & 'aide d’une intégration par parties avec des fonctions de classe C', on a :

/ln In(£)dt = [t In(8)]/=" — /1n ;dt — nln(n) —0— (n—1)

n
Ainsi | pour tout entier naturel n au moins égal a 2, on a l'inégalité : Z In(k) 2nln(n) —n+1
k=2

n n
Soit n € N tel que n > 2. On a In(n!) = In (H k;) = Zln(k) < (n—1)In(n) < nln(n) par croissance de In
k=1 k=1

et positivité de In
Ainsi comme In(1) =0, on a nln(n) —n < nln(n) —n+ 1 <In(n!) < nln(n) a Paide de (a)
puis comme nln(n) > 0, on a —n < In(n!) —nln(n) <0

!

donc Vn > 2, |In(n!) — nln(n)| < n ainsi In(n!) —n = Qr (n)
n—-+0o0

On en déduit ‘l’estimation s In(n!) = nln(n) + O(n), quand n tend vers +oo ‘

Soit n € N*. On note ¢,, la fonction z — xIn(z) — Az — In(n) définie sur ]0, +-o0[.

o, est de classe Cl et ¢!, : 2 — In(z) +1— A

La fonction ¢/, est strictement croissante sur ]0, +oo[ (par somme)

Je note a = e*~! de sorte que a > 0 et ¢} (a) =0

donc par étude de signe, ¢,, est strictement décroissante sur ]0,a] et strictement croissante sur [a, +o00|
Comme par croissance comparée : ml_i>161+<p"(x) = —In(n) <0, on aVz €]0,a], pn(z) < —In(n) <0

donc ¢, ne s’annule pas sur |0, a]
Par ailleurs ¢, est continue et strictement croissante sur [a, +00],
de plus ¢, (a) <0 et Igrfoogon(x) = xggloox (In(x) —A) =400 >0
ainsi le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires s’applique :
il existe un unique = € [a, +oo[, tel que ,(z) =0

On a justifié ‘ Pexistence et 1'unicité d’un réel > 0 tel que zIn(x) — Az = In(n) ‘

Soit n € N*. On remarque que ¢1(ry,) = In(n)

Comme ¢ est strictement croissante sur [a, +oo[ et quer, >aetr,41>a
On a ¢1(r,) =In(n) <In(n+ 1) = ¢1(rp41) alors r, < rp4a

donc (r,,) est croissante donc la suite (r,,) admet une limite dans [a, +00]

Par I’absurde si on avait lim r, = ¢ € [a,+o0]
n—-+oo

Alors par continuité de o1, on aurait ¢ (¢) = lirf p1(ry) = lirf In(n) = 400 Absurde
n—-+0oo n—-+0oo

On a bien| lim r, = 400
n—-+oo

Quand n — 400,
on a 7y, (In(r,) — A) = In(n) donc In(r,) + In (In(r,) — A) = In (In(n))
ce qui est légal car pour n assez grand on a In(r,) — A > 0 car In(r,,) — +o0

de plus In (In(r,) — A) = In (In(ry,)) + In (W‘)

In(r
In(r,) — A onc In In(r,) — A
In(r,) — Ldonel < In(r,) > — 0

d’ou In (In(r,,) — A) ~ In (In(r,,)) = o (In(r,)) par croissance comparée

comme In(r,) — 400, on a

donc In (In(n)) ~ In(r,) d’ot In(r,) — A ~ In (In(n)) ainsi par produit : r, In (In(n)) ~ In(n)
In(n)
In(In(n))

d’ou | ’équivalence r,, ~ quand n — +00

5. (a) i Soitn e N*.Onad,(F)= lCard(Fn)
n
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Card(F
comme F,, C F,ona0<d,(F) < Card(F) d’ou par théoréme des gendarmes, on a d, (F') P 0
n n—-+oo

‘ Si F' partie finie de N*, alors F' admet une densité égale a d(F) =0 ‘
ii. Soit n € N*. Je note E = aN*. et on a E,, = {ka |k € [1, |n/a]]}

donc E, est en bijection avec |n/a| par stricte croissance de k — ka

1 1
d’ot d,(F) = |n/a] et ainsi L Card(E,) < ™ done - — = < dn(F) <
a a a n

ISl

1
par théoréme des gendarmes , on a d, (E) e alors | aN* admet une densité égale a d(aN*) = —
n—+oco @

-1
ili. En faisant comme précédemment, on a d,,(C') = |v/n] donc yn-1 < dp(F) <
n

alors ‘ C admet une densité égale a d(C) = 0‘
(b) Soit n € N*. Je note : E} = Ey N [1,n] et B} = E3 N [1,n].
Les parties E et Eo étant disjointes, il en est de méme pour E7 et EY
donc Card(ET U EY) = Card(E,,) + Card(E,,)
donc d,,(E1 U Eg) = dp(Ey) + dn(Es2), par somme on a d,,(E; U E2) P d(Eq) + d(Es)

donc ‘ Ey U E5 admet une densité égale a d(d(E1) + d(E3)) =0 ‘
En faisant de méme, on a d,(N*\ Eq) =1 —d,,(F1)
Par passage a la limite ‘ N*\ E; admet une densité égale & 1 — d(E;) ‘
(c¢) Par absurde,
on suppose que d est une probabilité sur ’ensemble N* muni de la tribu formée de toutes ses parties.
d’aprés (a)ii, on a N* = IN* admet une densité égale & d(N*) =1/1 =1
Puis d’aprés (a)i, pour tout n € N*, {n} admet une densité égale & 0

—+oo +oo
Comme N* = U {n} (réunion dénombrable disjointe), on a 1 = d(N*) = Z d({n}) = Z 0 = 0 Absurde
neN* n=1 n=1

‘L’application d n’est pas une probabilité sur I’ensemble N* muni de la tribu formée de toutes ses parties

il g
6. (a) Soit m € N*. On a 22"+ = Z ( i ) selon le cours
k=0
donc 22m+1 > (Q”Zjl) + (%Zfll) car les termes sont tous positifs

de plus(%:lnjll) = (2mfﬁ§;71) = (277%“) d’ot1 on a bien | 'inégalité : 2(2";:1) g 22mtl

(b) Soit r € N*. Soit p € [r+2,2r + 1] NP.
2 1)!
On a (2TTH) = w € N*. donc r!(r + 1)!(2TT+1) =(2r+1)!
Ona(r+1)!=1x2x---xrx(r+1)
Comme p > r + 1, p n’apparait dans aucun des facteurs premiers des entiers entre 1 et r 4+ 1

donc le nombre premier p n’apparait pas dans la décomposition en facteurs premiers de r!(r + 1)!
donc pA(rl(r+ 1)) =1maisp| 2r+ 1) car2<p<2r+1

alors selon le théoreme de Gauss, on a p | (2r + 1)!

Ainsi les nombres premiers entre © + 2 et 2r + 1 sont tous des diviseurs de (2r + 1)!,

ils apparaissent donc tous dans la décomposition en facteurs premiers de 'entier (QTTH)

.. . .. . 241
Ainsi |l'entier [1  p divise entier (*11)
r+1<p<2r+l

pEP

(¢) On va procéder par récurrence.

Initialisation : Pourn=2,ona [[ p=2<16=4"
ver
Hérédité : Soit n € N tel que n > 2. on suppose que pour tout k € [2,n],ona [[ p<4

psk
pEP

k

Montrons [ p < 4nt!

p<n+l
pEP

Premier cas : n+ 1 n’est pas un nombre premier, donc [] p= [[ p < 4" <4nH!

p<n+l p<n
peEP PEP
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Deuxiéme cas : sin+ 1 est un nombre premier, alors n 4+ 1 est impair car n + 1 > 3,
on peut alors écriren+1=2r+1,our € N* et on a:

IT »=| I] » II »

ps<n+1 p<r+1 r+1<p<2r+1
pPEP pPEP pEP
) \ . 2r+1 2r+1
On a d’apres (b) : [T »||(*) comme [T »>1,0na [T »<(*)
r+l1<p<2r+1 r+l1<p<2r+41 r+l1<p<2r+1
pPEP pEP pEP
22r+1
donc d’apreés (a), on a IT »r< =4"
r+l1<p<2r+1 2
pPEP
Par hypothése de récurrence, ona: [[ p< 4t car2<r+1<n
p<r+1
pEP

Comme tous les facteurs sont positifs, on a

H P g 47‘ % 4T+1 — 42T+1 — 4n+1

p<n+l
pEP

D’ou le résultat (dans tous les cas)
Conclusion : On a montré par récurrence forte que

pour tout entier n au moins égal & 2, Uinégalité J] p < 4"
p<n
PEP

Soit k € N*.

Ona{de [1,n] ’pk|d}: {tpk ]teN* et tp n}

Si p* > n, alors a;, = card ({tp" ’t € N* et tpF })=0=[n/p"]
Si p* <, alors {d € [1,n] |p* [d} = {tp" |t € [1, [n/p*]]}

et donc oy, = card ({d € [1,n] |p* | d}) = card ([1, [n/p"]]).

<
<n

Dans tous les cas, on peut conclure a 1’égalité | ap, = LkJ
p

Onan!= Hddonc vp(n!) va

d=1

Par ailleurs pour k € N* je note Bk. ={de[1,n] |vp(d) =k} et on a By = Card (By)
+oo

or [1,n] = U By, c’est une union disjointe
k=1

+oo
d’ott vp(n!) = Z ( Z v,,(d)) (somme presque nulle car seul un nombre de finis de By, est non vide )
k=1 \d€B
or pour d € By, on a vy(d) =k, donc Y _ v,(d) = kCard(By) = kp
de By,

Ce qui justifie I'égalité | v,(n!) = Z kS

Soit k € N*, je note A = {d € [1,n] |p* | d} et on a a), = Card(Ay)
On remarque que A, = {d € [1,n] |p*|d} = Uisk Bi (réunion disjointe) ot B; est introduit & la question
précédente

+
donc o = iﬁi donc ay — a1 = Bk
les sommesis::nt bien définies car 1es familles sont presque nulles puis on effectue un changement d’indices
Ainsi v, (n!) Z k(o — ags1) Z koy, — Z kagir = Z koy, — f — Doy
k=2

+o0 +o00 too
donc v, (n!) Z kag — Z —Dag = Z a. En utilisant (a), on a I'égalité | v,(n!) = L:;J

k=1 k=1 k=1
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(d) PourkeN*,onaliJ g%etpourk>2,ona LZJ >0et {nlJ 2971
p p p p

p
= n 1 n
Par ailleurs, la série géométrique de Z —- de raison 1/p €]0, 1] converge et Z — == T =—
p 11 p—1
k>1 k=1 P
ce qui, & l'aide de (c), donne | ’encadrement : — — 1 < vp(n!) < — <: )
p p—
8. Soit l'entier n > 2. On a a l'aide de changement d’indices :

n—1 n—1 n—1

Z(Ek — 1) Ag = Z€kAk - ZEkAk 1 =141+ Ze?k (Ak — Ag—1) — €ndn

k=1 k=1 = =2
n—1 n—1 n—1

donc Z(sk —ekt1)Ar = Z eray — end,, car A; = a; On a bien Zskak = Z €k — €kt1)Ak +endy

k=1 k=1 k=1

1 1
9. (a) Soit N € N*. On a |:XN —E(XN)‘ < QG?V/3:| = |:XN —anN — BN| < 203\,/3:|

Comme V¢t € R, on a |t — By| < |t| + |bn], on a donc
|:|XN—E(XN)| 20,?\]/3:| - |:|XN—CLN| |bN|+ a2/3:|

3
OnaaN—>+oo alors fa 2/ — 40
—+o0 2 N—+o0

1
et comme la suite (by) v est bornée alors, pour N entier assez grand, on a |by| < ia?\{?’

et ainsi {|XN —E(Xn)| < 2a?\,/3] C {\XN —an| < a?\,/?’}

(b) En passant aux complémentaire dans I'inclusion précédente on a : [XN E(Xn)| > a?\,/?’} [|XN —ay| > az/ﬂ

1
d'ou P (|XN —an|>a /3) < (|XN E(Xy)| > a?v/?’) <P <|XN —E(Xy)| > Qa‘fv/?’)
Puis comme X admet une variance, on peut appliquer 'inégalité de Pafnouti Tchebychev :

V(Xy) _ 4V(Xy)

1 5/5\° - ay’?
2N

4V (Xy) 40 (an) s (a_1/3)

P (|XN —E(Xy)| > 2a%3> <

Or quand N — +00, on a

a4/3 - a4/3 N
N N
- 4V (X 4V (X
oraN1/3—>0d0nc E;3N) OetO<P(|XN—aN|>a2/5)<¥
N—+o00 aN/ N—+o00 ajf’

On déduit avec les gendarmes que | lim P <|XN —an|>a /3> =0

N —+o0

Partie II - Deux résultats asymptotiques

1. (a) Soit n un entier naturel non nul.
Sin=1,onaln(n!)=In(l)=0et Z vp(n!) In(p) = 0 (somme vide)

PN
pEP

Sinon, on a n! = H p"»™) or comme en 6(b), on a pour p premier, p|n! <= p € [2,7]

p|n!

peEP

Ou n' H pvP (n')
p<n
peP
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en passant au logarithme, on a également 1’égalité : | In(n!) = Z vp(n!) In(p) | dans ce cas également

PN

pEP
(b) Soit n un entier naturel non nul.
vp(n!) 1 1 wvp(nl) 1 .
On a pour p € P, — < — < —— 4 — en utilisant 7(d) car n > 0
n plp—1) " p n n

Comme pour p premier, on a In(p) > 0, on a

In(p)vp(n! In In In(p)vp(n! In
3O 5 b) 5 ) 5 b0, 5 )

PN PN psn PN PN
PEP pPEP pPEP PEP pPEP

(a) : Z In(p)v,(n!) _ In(n!)

donc en utilisant (a
n n

PN
pEP

(p) _x~ (k) X (k) _ & danrts L9
t Z < W < Z —_— = série convergente a termes positifs d’apres
k

—plp—1) "k (k—1)
PEP
In(p)
De pl —— =1In(4) d’apres 1I-6
e plus pin - n(4) d’apres I-6(c)
PEP

In(n! 1 In(n!
On en déduit | ’encadrement : n(n!) — K< Z n(p) < n(:) +1n(4)
p

p<n
peEP

(¢) Quand n — +o0, on a d’apres la question précédente :

It — 0l e o I00) o ) —nin@) g
P n

n
p<n

PEP

1 —
Ainsi en utilisant I-3b) : In(nt) = nln(n) =0(1)
n

In(n!) — nl In(n!) —nl
donc les deux suites <n(n)nn(n) - K) et (n(n)nn(n) + ln(4)> sont bornées

n n n

1
ainsi la suite Z np) In(n) est également bornée

psn p
PEP n>1

1
donc | quand D’entier n tend vers +oo, on a : Z Ill()p) =1In(n) + O(1)

p<n
pEP

2. (a) Soit n € N tel que n > 2.

1
Je pose également ¢, = W pour k > 2 et 1 = 0, japplique alors I-8 avec a3 = 41 = x(1) =0:
n
" x(k) - 1 A,
d E ANV § = A E A+ ——
one Pt k k:15kak < ) Lt (ln n(k+1) Bt In(n)
n—1 n—1
1 In(k +1) — In(k) Ap ) In(1+ 1/k) A,
d = Ayg d b A
M 2 T TG 1) T e oo e b Z =2 e+ 07 )
k‘€7,)n - 'nEP

k ‘
1
(b) Quand k tend vers +oc0, on a : Ay = E a; = E w = In(k) + O(1) d’apres 1(c)
i
i=1 i<k

i€P
Par ailleurs 1/k — 0 et donc In(1+ 1/k) = 1/k + O(1/k?)
R B 1 3 1 _1*0<ﬁ(k)) 1+O(1(k))
In(k+1) In(k)+In(l+1/k) In(k) (1 ) (mi(k))) B In(k) N In(k)
donc ln(k)w = (1/k+001/k) (140 () ) = 1/k +0(/K) + O (ks )
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don m(k’)mf‘k = (1/k+ O(1/k?)) (In(k) + O(1)) = In(k)/k + O(1/k) + O(In(k) /k?)
Ainsi ln(k)mAk = In(k)/k + O(1/k) car k1]1;12(k) = % —0

d’ou | I'égalité

m(1+1/k) 1 1
“In(k) In(k + 1)‘4’c ~ kn(k) (mn?(k))

A 1
(c) En utilisant la question précédente, ona —— =1+ 0 ( —— | = O(1)
In(n) In(n)
En utilisant I-1(b), on a Z est une série convergente
>9 k ln
donc par comparaison & une série & termes positifs, (question précédente)

In(1+1/k) 1
la série 1;2 < Bk + 1 )Ak — k;ln(k:)) converge

" In( 1+1/k "
done Zl k) In(k + 1 Z
donc dapres( ) on a

+1/k)
Z Zl lnk+1 A+ Zkln oQ)

p<rL
pEP

o)

Avec I-1(b) on peut déduire, quand entier n tend vers +oo, ’égalité : — =1In(Iln(n)) + O(1)

psn
pEP

Partie I11

-
1. (a) On peut écrire n = H p;* o les p; € P sont distincts et les o; € N*, par théoréme de décomposition
i=1
Ainsi pour tout i € [1,7], p; =2 >1etlesa; > 1
i T

donc n > Hpi = H 2 = 2" par croissance des ¢t — p! sur RT
; i=1

puis In(n) > rIn(2) par croissance de In et comme In(2) > 0 on a | 'inégalité : w(n) =r <

(b) Soit n > 2 dans N.
On reprend les notations précédentes en ordonnant les p; : p1 < ps < --- < p,
On remarque que p; > 2 et en cas d’existence on py > 3
de plus comme pour ¢ > 2, on a p; impair, on a donc p;+1 = 2+ p;
ce qui permet de montrer par récurrence que Vi € [2,7], p; 22i—1>0

T T T
Ainsi n = [[pf = 2] [ pi = 2] J(2i — 1)
1=2 =2

i=1

N r—1
A Daide d’un changement d’indice, on obtient |n > 2 J] (2k + 1) | donc
k=1

In(n) > In(2) + TZ_: In(2k +1) > In(2) + 72_: In(2k) > In(2) + i In(2) + i In(k) =rIn(2) + TZ_: In(k)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=2

Puis & l'aide de I-3a) formule valable pour » — 1 > 2 valable méme si 71 =1 (le cas r — 1 = 0 sera traité plus
tard

Onadonc:In(n) Z2rn@2)+(r—-1)hh(r—-1)—-(r-1)+1=(r-Dhh(r—-1)+ In2)-1)(r—-1)+1In(2)+1
orrln2)+(r—1nr-1)—(r-1)+1=(r—-1)h(r—1)+n2)-1)(r—-1)+1In(2)+1
En prenant A =1 —In(2), on a

A>0 et Inn)=>(r—1n(r—1)—A(r—-1)

DAVID BLOTTIERE 7 VERSION DU 5 DECEMBRE 2024



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

En prenant la suite y,, définie au I-4) par y, >0 et In(n) = (y, — 1) In(y, — 1) = A(r — 1)
on obtient r < yn si r > 2, par I’étude de fonction de la fonction ¢ du I-4)

comme y, “=+2 400, pour n assez grand on a r < y, méme si r = 1
In(n)

Ainsi on a dans tous les cas 0 < w(n) < y, pour n assez grand et y, ~ ————
n—+oo In(In(n))

1
ce qui donne la domination : |w(n) = O <1n(n)>
n

(In(n))

2. (a) Soit r € [1, N].
Comme 'univers [1, N] est finie ol tous les singletons sont des événements, on a l’existence et I’égalité :

5 1 _ Card({d€[1,N]|r|d})

EXn,) = 3 Xn (dP({d}) =

N
de[1,N] de[1,N]
r|d
N . L 1 |N
Or comme en I-7a), on a Card ({d € [1,N] |r|d}) = | — | qui donne Pégalité : | E(Xy ) = ~ |7
r r
(b) Ona Xy = Y Xy, done X3 => X3, + > XnpXng
PN pSN 1<p,g<SN
PEP pEP (p,a)EP? et p#q
Soit p et ¢ premiers, on a Xy, et Xy 4 sont & valeurs dans {0,1} donc Xy ,Xn 4 est & valeurs dans {0,1} et
XJQVVP =Xnp

pld

si de plus p # q, alorsp/\q—letdonc:VdeN*,pq|d<:>{ d
q

Xnpld) =1
ainsi on a Vd € N*, <—> P d'out Xy, Xng =X
{XN,q(d) -1 N,pXN,q N,pq
donc X% = Z Xnp+ Z XNpg=XN+ Z XN.pg
PN 1<p,g<N 1<p,g<N
PEP (p,q)EP? et p#q (p,q)€P? et p#q

1| N
Par linéarité de espérance et a l'aide de (a), on obtient : I'égalité : | E(X%) = E(Xy) + Z N {J
pq

1<p,q<N
(p,q)EP? et p#q

(c) Soit N € N*. On a V(Xy) = E(X%) — E(Xy)? d’aprés Konig-Huygens.

s 1 |N

Or par linéarité et par (a), on a E(Xy) = E E(Xnyp) = E ¥ \‘pJ
p<N p<N
pEP pEP

Par un calcul analogue fait en (b), on a

w2 w2 BIE

p<N 1<p,q<N 1<p,q<N

peEP (p,q)EP? et pq (p,q)EP? et p#q
1| N 1 | N 1 N||N
donc a l'aide de I’égalité établieen (b) :ona V(X y) < g — {J + E — {J —— E {J LJ
) ( ) <NN p rrmen NV LPA NZ 1<p,q<N p q
p< P9 IP4x
pEP (p,@)EP? et p#q (p,q)EP? ot p#q

Comme Vz € R, |z] < = et que les termes sont positifs, on a

it X owww 2 Gl 2 GBI

p<N 1<p,q<N 1<p,q<N PN 1<p,aSN

pEP (p.@)EP? et p£q (,)EP? et p£q pEP (p,a)€P? et p#q

N? N||N N (N N N N N

1<p,aSN pq p q 1<p, SN p q q 1<p, SN q p p
(p,q)EP? et p#q (p,@)€P? et p#q (p,@)EP? et p#q

et donc comme Vo € R, 0 <z — |z| <1,

NS SLTIEE R S,

1<p,gSN Pq p q 1<p,gSN 1<p,gSN 1<p,g<N
(p,q)€P? et p#q (p,@)€P? et p#£q  (p,q)EP? et p#q (p,q)€P? et p#q
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N 1 2 N 1
d’ou 0 < V(X) < g ’ + N2 E i 3 DN e 3In(In(N)) 4+ O(1) selon I1-2¢)
p<N 1<p,aSN p<N
pEP (p,@)EP? et p#q pEP

ainsi ‘ on a quand lentier N tend vers +oo, V(Xy) = O(In(In(N))) ‘
Je pose ay = In(In(N)) et by = E(Xy) — ay pour N € N*

de sorte que E(Xy) = any + by, ay ——— 400 et on a aussi V(Xy) = O(an) selon la question
N —+o00 N— 400
précédente
de plus en reprenant les calculs, on a E(Xy) =In(ln(N))+ O (1) doudby O (1)
N—+o0 N—+o0

donc la suite (by) est bornée,

on peut alors appliquer I-9b) & la suite (X ) de variables aléatoires discrétes toutes définie sur [1, N] muni de
la probabilité uniforme.

done lim P (|Xy - V) =0
onc lim | XN —an| > ay

Soit N € N*. Comme Vn € [1, N], Xn(n) =w(n), on a :
(|XN —an| > a?v/?’) - {n e [1,N]; |w(n) — an| > a?v/?’}
comme la probabilité est uniforme : on a
P <|XN —an| > ai{?’) = %Card {n € [1,N]; |w(n) —an| > a?\,/g}
ce qui donne le résultat :

NLiIEOO %Card {n € [1,N]; |w(n) — ln(In(N))| > (ln(ln(N)))2/3} =0
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