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Dans toute la suite on notera E = C([0, 1]) et F la famille (qﬁ,\k)keN

Question préliminaire.

1) Notons @y la restriction de ¢ & ]0,1[. Alors la famille 7' = (cpAk)keN est une famille de E/ = C>°(]0, 1[) et @x est
vecteur propre associé & A de 'endomorphisme de E’ : f — g définie par g(z) = 2 f'(z).
La famille F’ est donc libre en tant que famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres deux & deux
distinctes. 11 en résulte (a fortiori) que la famille F est libre. O

A. Déterminants de Cauchy.
Notons une erreur d’énoncé évidente : il faut supposer a; +b; # 0 pour 1 < 4,5 < n

2) Notons A,, le déterminant obtenu comme indiqué dans 1’énoncé.
En remarquant que R(ax) = 0 pour 1 < k < n — 1 il vient que la derniére colonne de A,, est nulle sauf le dernier
élément en bas qui vaut R(a,). En développant par rapport & cette colonne on obtient A,, = R(an)Dp—1.
Par ailleurs si on suppose que les by sont deux a deux distincts donc (puisque la partie entiere est nulle) que
n n n
R(X)= 3, Ak il vient R(a;) = > A de sorte que la derniére colonne de A,, vaut > A;Cy en notant
k=1 X + b k=1 @i + by k=1
Ci la k®™e colonne de D,,. Le caractére n-linéaire et alterné du déterminant prouve alors que A,, = A, D,,.
En conclusion si les by sont deux & deux distincts on a ntinue. A, D,, = R(an)Dp—1 O

3)e Si au moins deux des by sont égaux on a D,, = 0 car deux colonnes sont égales et la formule proposée est donc
vraie

e Supposons désormais que les by sont deux a deux distincts de sorte que la question précédente s’applique.
n—1

(=)=t TT (bn + ax)
k=1

n—1
(=1)"=" 1 (bn — i)
k=1
Elle est vraie pour n = 1. Supposons la vraie jusqu’au rang n — 1 avec n > 2.

La question précédente s’applique et fournit en utilisant I’hypothese de récurrence et la valeur de A,, (non nulle) :

Notons que la méthode du cache fournit A,, = et prouvons la formule par récurrence sur n.

n—1 n—1

[1n=te)  I(am—ar) IL 1(@j—-aﬁ(bj—-bﬁ
Dn _ k=1 % kil % S1<gsn—
ey b [[  (ai+b;)
[T (bs + ax) kHI(“n +br) 1<i,j<n—1
k=1 =
Le numérateur est clairement bien égal &  [[ (a; —a;)(bj — b;)
1<i<j<n
n—1 n—1
Quant au dénominateur il s’écrit aussi (an, +byn) [[ (ax +bn) [[ (an +0x) ] (@i +b;)
k=1 k=1 1<i,j<n—1

donc est bien égala [ (a; +b;)
1<4,j<n
Ainsi la formule est bien vraie au rang n donc a tout rang par récurrence.
e Finalement la formule est bien vraie que les by soient ou non distincts deux a deux. O

B. Distance d’un point a une partie dans un espace normeé.

4) Par définition méme de la borne inférieure, d(z, A) = 0 si et seulement pour tout ¢ > 0 il existe a € A tel que
||z — al| < e donc si et seulement si x est adhérent & A. [

5) Comme la suite (A,) est croissante au sens de l'inclusion, la suite (d(z, Ay)) est décroissante donc convergente car
minorée par 0. Notons { sa limite.
Comme A,, C A on a d(z, A) < d(x, A,) pour tout entier n donc par passage a la limite d(x, A) < £.
Par ailleurs soit ¢ donné quelconque. Il existe a € A tel que d(z, A) + ¢ > d(x,a). Or comme a € A, il existe n. tel
que a € A,,_ de sorte que d(z,a) > d(z, Ay,). Ainsi d(z, A) + ¢ > d(x, Ay, ) > ¢.
Ainsi pour tout e >0 on a f —e < d(z,A) < ¢ donc d(z,A) =¢ O

6) BNV est une partie fermée de V' (pour la topologie induite) en tant qu’intersection d’une boule fermée de E et de
V. Par ailleurs c’est une partie bornée de V espace de dimension finie. Donc V' est une partie compacte de V.
Comme BNV CVonad(z,V)<dz,BNV)

En outre BNV est non vide car contient 0 qui appartient & V (sous-espace) et & B = B(x, ||z]|)
Doncsiy e V\ (BNV)onad(x,y) > |zl =d(z0) > dz, BNV). De méme naturellement siy € BNV
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Ainsi pour tout y € V on a d(z,y) > d(z, BNV) donc d(z,V) > d(x,BNV).
Finalement d(z,V) =d(z,BNV) O

7) L’application  —— d(z, BNV est (résultat de cours) 1-lipschitzienne donc continue et partant atteint sa borne
inférieure sur le compact BNV. O

C. Distance d’un point a un sous espace de dimension finie d’un espace euclidien.

8) On note déja que la projection orthogonale de x sur V existe bien puisque V est de dimension finie (donc son
orthogonal est bien un supplémentaire). En désignant par y cette projection orthogonale et z un élément quelconque
de V, le théoreme de Pythagore assure que ||z — z||? = ||z — y||> + ||y — 2||? ce qui établit bien que y est I'unique
élément de V en lequel le minimium est atteint. O

9) e Sila famille (21,22, ...,x,) est liée 'un des vecteurs (par exemple x1 quitte & changer la numérotation) est
combinaison linéaire des autres d’ou il résule que la premiere colonne du déterminant de Gram est combinaison
linéaire des autres. Donc G(x1,x2, ..., x,) = 0.

e Si la famille est libre c’est une base B de V' = vect(x1,x2, ..., z,) et alors M(x1,x2, ..., z,) n'est autre que la
matrice A de la restriction du produit scalaire & V. Donc det A # 0. De maniere plus précise si B’ désigne une
base orthonormée de V et P la matrice de passage de B’ & B on a A = !PIP (formule de changement de base des
applications bilinéaires) donc det A = (det P)2.

e En concluson la famille (z1, s, ..., 2, ) est liée si et seulement si G(x1,x2, ...,z,) = 0.

Dans le cas contraire on a G(x1,xa,...,2,) > 0. O

10) Notons x = y + z la décomposition de z sur V & V+ de sorte que d(z,V) = ||2].
e Premiére solution :
La derniere ligne de G(z1, 2, ..., Zn, ) est donc ((y|:1:1) (Y, 22), -, (Y, ), [|y]]? + ||z ||2)

Or y s’écrit y = Z Aix; et en effectuant 'opération élémentaire sur la derniere ligne L, 1 «— Ly41 — Z N L;

=1 i=1
on a le méme déterminant avec comme dernitre ligne (0,0,...,0,]z[|?) et comme bloc haut-gauche n x n :
M(x1,xa, ..., Tn)
Le dernier élément est bien ||z||? car la derniere colonne de G(z1, 22, ..., Ty, ) (écrite en ligne) est la méme que sa

derniere ligne et apres I'opération elementalre le dernier élément est :
lyll* + 121> - le\ i(@ily) = [yl + [|2]* - (Z Aiwily) =yl + 1202 = llyl>.
1=
En développant par rapport & la derniére hgne on obtient donc G(z1,Z2, ..., Tn, ) = ||2]|?G(21, 22, ..., 2n). O

e Seconde solution
On commence par noter que la formule est bien stir exacte si € V car alors G(z1, 22, ..., Zn,x) = 0.
Sinon notons B la base orthonormalisée par ’algorithme de Gram-Schmidt de la base (x1,x2, ..., z,). Alors une

(x1,22, ..., Ty, x) et P la matrice de passage de B & la base (xl, Z2, .., Ty). Alors P’ admet comme bloc haut-gauche
n x n la matrice P et comme derniére colonne (écrite en ligne) (0,0, ..., ||z]|). Donc det P’ = ||z|| det P.

Or compte-tenu de la démonstration de la question précédente on a (det P')? = G(z1, 22, ..., Tn,x) et (det P)? =
G(x1, 2, ..., 2y). O

base orthonormale de vect(z1, 22, ..., 2y, z) est B/ = B U ( ). Notons P’ la matrice de passage de B’ & la base

D. Comparaison des normes N, et Ns.
11) De la positivité de I'intégration et de I'inégalité f(t)? < Noo(f)? pour tout réel t € [0, 1], on déduit immédiatement
que Na(f) < No(f) DO

Soit f € A”. Pour tout ¢ > 0 il existe g € A telle que Noo(f — g) < &. Alors a fortiori No(f —g) < e. Donc f € A,
O

12) Soit f,, la fonction continue affine par morceaux égale a 1 sur [l, 1] et nulle en 0.
n

1/n

1

Il vient Na(¢o — fn)? = / n*t?dt = ™ donc la suite (f,,) converge vers ¢o pour la norme Na et par carac-
0 n

—2
térisation séquentielle de 'adhérence : ¢ € V; O

13) Soit f € E et (f,) la suite précédente. Alors la suite (g,,) avec g, = f, [ est une suite de Vj et
DEF

Na(f — gn)? / P2 (fat) = do(t)* dt < Noo(f)2/0 (fa(t) = 60(t)” dt = No(£)*Na(fo = ¢9)> —— 0

n—-+oo

Donc f € Vo i.e. Vp est dense dans I pour la norme Np. [J

~ Mines-Ponts-2009-maths2-correction. TgX page 2 ~



Naturellement Vj n’est pas dense dans E pour la norme N, car la convergence uniforme entraine en particulier la
convergence simple donc tout élément de Vgo est nul en 0. [

14) Soient V un sous-espace, x et y deux éléments de V et (a, 3) un élément quelconque de R2. Par caractérisation
séquentielle de adhérence, il existe deux suites (x,,) et (y,) d’éléments de V' convergeant respectivement vers x et
y. Alors (z,,) avec z, = axy, + By, est une suite d’éléments de V' qui converge vers ax + By qui de ce fait appartient
aVv. O

15) La condition est évidemment nécessaire.
Réciproquement supposons que ¢, € v pour tout entier m. Soit alors un élément f quelconque de E et € > 0
quelconque. D’apres le théoréme de Weierstrass, il existe P, fonction polynomiale, telle que Noo (f — P) < . D’apres
la question précédente (comme V™ est un sous-espace), la fonction P appartient a V™ donc il existe g €V telle
que Noo (P — g) < €. Ainsi Noo(f — g) < 2¢ ce qui prouve que f € v* o

16) La encore la condition est évidemment nécessaire. Elle est également suffisante car en reprenant les notations de
la question précédente on a Nao(f — g) < Noo(f —g) <2e. O

E. Un critére de densité de W pour la norme N-s.

N . ‘. . . =52 .
17) D’apres la question précédente, W est dense dans E si et seulement si ¢, € W~ pour tout entier pu.
Or la suite (W,,) est une suite croissante au sens de U'inclusion dont la réunion est égale & W. Donc, d’apres les

questions 4) et 5), ¢, € W si et seulement si hrf d(¢u, Wn)=0 0O

18) En raisonnant dans I’espace préhilbertien E muni du produit scalaire L2, il vient d’apres la question 10) :

G(¢>\7¢)\7"'7¢>\7¢) /1 1
d(pu, Wn)? = — nt B2 Or (@, = o(t)pp(t)dt = ———.
((bﬂ ) G(¢)\07¢>\17""¢)\n) ((b (bﬁ) 0 ¢ ()(bﬁ() a+ﬁ+1
Ainsi G(dxg, Prys - - -5 P, ) €st le déterminant de Cauchy associé aux familles (ay) et (bx) avec ar, = A; et b = Ap+1
Ty =)
Il en résulte (question 3)) que G(@x,, Prss---, P, ) = ogl_z[qg(r;\i Ty et
0<i,j<n
o .H‘< (Aj = X)? _HO(M = \i)?
e<gsn 1=
G(¢>\07¢)\17"'7¢)\n7¢u): J n .
[T it+X+1)x @u+1) [T+ p+1)°
0<i,j<n i=0

1 = A
V2p+1liZgAi+p+1
19) La condition est évidemment suffisante. Montrons qu’elle est nécessaire.
Supposons donc que yx = e = 4
pp e Y = T e
lz—pl _ _p—
z4+p+1l z4+u+ 1
Or puisque yg = 11l existe Kg tel que k > Ky implique ¢ < yy.
——+00

Donc d(¢,, W) =

est compris entre 0 et % = ¢ < 1 (fonction décroissante)
W

Si0 < z< pil vient que

DOHCpourkEKoona/\k>uetalorsyk_)‘k7_“dou/\ (b +Dyx + too O
)\ +/14+1 1_yk k——+4o00

n —
20) Notons IT,, = ] M= pour n > K, défini ci-dessus.
k=Ko M Fp+1
D’apres les question 17) et 18), W est dense dans E pour la norme N si et seulement si hm 11,

n—-+oo

I . o . o Ak —
soit si et seulement si (tous les termes du produit étant strictement positifs) hm E In—"E—H 5 soit

n—+00 = Ko )\k +u+ 1
si et seulement la série de terme général (pour k > Kp) ur = In )\)‘ii_u diverge.
N U
e Premier cas : la suite (A;) ne tend pas +oo.

Alors la série Y = diverge (grossierement) et (question 19)) uy ne tend pas vers 0 donc la série > wy, diverge
k k=Ko

et W est dense dans E.

e Deuxieme cas : la suite (\x) tend vers +oo.

Alors uy = In(1 = =) — In(1 + “; Ly~ _QHA: 1

/. 1 A
fixe) les deux séries Y uy et > = sont de méme nature.
k

< 0 donc (principe de comparaison des séries & termes de signe
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Ainsi dans ce cas W est dense dans F si et seulement si la série ) )\i diverge.
k

e Conclusion : W est dense dans E pour la norme N si et seulement si la série > )\i diverge. O
k

F. Un critere de densité de W pour la norme N

21) Si W est dense dans E pour la norme N, il est a fortiori pour la norme Ny moins fine d’apres la question 11)
donc la série Y )\l diverge. O
k
22) Par continuité sur le compact [0, 1] de la fonction ¢, —, il existe g € [0, 1] tel que Noo (¢ —10) = |@p(x0) — ¢ (20)]
()~ v'() a
Donc par inégalité intégrale de la norme, positivite de l’intégration et inégalité de Scwarz, il vient :
0
<@a-0) < [l !dt\ / [61,(6) = (1)| 1] < Na(G0)Na (6], ) = Nalg), — )
0

Ce qui est 'inégalité demandée.

Or comme A\; > 1 pour tout k et 11> 1 on a ¢,(0) = 1(0) =0 donc N (¢, — ) = /
0

23) Supposons les conditions (i) et (i) satisfaites ainsi que la divergence de la série Z L
Ak

D’apres la question 15), W est dense dans E pour N4 si et seulement si ¢,,, € w™ pour tout entier m > 0.
Comme la condition (¢) est satisfaite, il reste & vérifier que ¢,, € w pour tout entier m > 1.
Donnons nous alors un entier p > 1 et un réel € > 0 quelconque.

On commence par noter que la série (définie & partir d’un certain rang) o1 diverge. En effet si A\x ne tend
. —

1 1
~—>0.
M—1 A

engendre un sous-espace dense dans F pour la norme N». En particulier il

pas vers +oo divergence grossiere et sinon

Il en découle que la famille (¢Ak*1)k>1

existe ¢ = Z apdr,—1 telle que No(ug,—1 — ) <e.

n
Soit alors ¥ = Z
k=1 )\k
Comme la condition (u) est satisfaite, on est dans les conditions d’application de la question précédente qui prouve
que Noo((bu - \Ij) < N2(,u¢,ufl - 1/)) <e.

Ce qui prouve que ¢, € W™ et donc le résultat final. O
24) Posons alors oo = liI>1f1 Ak et = ] (bien licite car e > 0)).
= a

D’apres la question précédente, le sous-espace W’ engendré par la famille ((b#k) est dense dans E car la suite (p)

vérifie (7) et (i¢) et en outre la série ) = diverge.
Kk
Soient alors f quelconque de E et € > 0 donné quelconque.

La fonction g:x— f(x1/*) est élément de E donc il existe o € W7 telle que Noo(g — @) < &

Or p(z) = Z ara™ o = 3 ap (210N = B(21/%) avec d € W,
k=0
Ainsi Sup ‘f ey @(xl/a)‘ <e (1)
z€[0,1]

Or lorsque = décrit [0,1], il en va de méme de 2/, Donc (1) s’écrit Noo(f — ®) < € ce qui prouve que f € W

La condition (i7) peut donc étre remplacée par la condition plus faible (ii'). O

FIN
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