LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE

Un corrigé partiel du devoir maison n°9

1. Une équation aux dérivées partielles d’ordre 1 ....... ... . i
2. Matrice Jacobienne antisymétrique en tout point ........... . ... .. i

1. Une équation aux dérivées partielles d’ordre 1
Soit © :=]0, +00[ x |0, 400] .
1. Soient g € C*(]0,4+o0[,R) et f I’application définie par

Q) — R

T @y — gy
Démontrer que f € C! (2, R) et que

V) e o3 @)=y )

MPI-MPI* 2425

i) L’application
Q — R

Pl (@y) — oy

et de classe C!, comme composée d’applications de classe C!.

ii) Soient (z,y) € Q et h = (h1,hy) € R%. D’aprés la régle de la chaine

df(z,y)-h dg(u(z,y)) - (du(z,y) - h)
— o) (el + G(o) ha)
= ¢'(zy) (yhi +xha)

En spécialisant h a (1,0), puis & (0, 1), il vient
of _ of _
5 &Y =9 @Yy et 9y (z,y) =g (zy) x

of

=y -—(2,y), comme demandé.
Y, @)

Nous en déduisons que = ——(x,y)

ox

est polynomiale donc de classe C! sur . Comme u(£2) C ]0, +oo[, Papplication f = gou est bien définie

2. Soit f € C*(Q,R) telle que

V(z,y) € Q wg%:(m,y) =y%(ﬂc,y)

Démontrer qu’il existe g € C1(]0, 400, R) telle que
V(z,y) € f(z,y) = g(zy)

x
On pourra considérer le changement de variable (u,v) = (acy, )
Y

i) Pour tout (x,y), (u,v) € Q

(u,v) = (wy ;) = (z,y) = (x/ﬁ

o
N—
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ii)

iii)

iv)

MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

L’indication soufflée nous invite donc a introduire la fonction

Q — Q

14 (u,v) +—> Vuv \/H

N v

p1(u,v) SN~

2 (u,v)

Les applications

Q  — ]0,+o0] - 10, +00] — ]0,+o0]
(u,v) +— U t — Vit

sont de classe C! (fonction polynomiale et fonction racine carrée), donc I'application ¢y, qui est leur
composée, l’est. Les applications

Q

(u,v)

— 10, +o0] —

t —

10, +o00[
\/i

et
—

10, +o00[ ’
¢
v

sont de classe C! (fonction rationnelle et fonction racine carrée), donc l'application g, qui est leur
composée, 'est. Comme ses applications composantes sont de classe C!, I'application ¢ est de classe C'.

L’application
Q — R

P ) (vt )

u
est de classe C!, comme composée d’applications de classe C'. Fixons (u,v) € € et posons * := (uv, 7>.
v

D’apres la regle de la chaine

oh, _Of 9 Of e, . A Of 1 of

%(u,v)—%(*)E(um)—l—a—y(*)%(um)—Qﬂ%(*)—i—Qma—y(*)
et

oh of .\ 9 of .\ O Vu Of Vu Of

ou %) = 5™ Gy (00 5,00 3, w0 = 5 % 5 )~ 5y 3,

D’apres ’équation satisfaite par f
of . |udf
Vuv %(*) = \/; By (%)

1
d’ov Itipliant bre & b —
ou, en multipliant membre a membre par 2\@
Vu 8f( )=

Vu Of
20 Oz

2U3/2 @(*)

Nous en déduisons que

Oh

%(u,v) =0

D’apres le résultat précédent
V(u,v) €Q h(u,v) = h(u,1) = f(Vu,vVu)
Nous définissons la fonction g par

0, +o0]

— 10, +o0]
g t

—  f(VEVE)

Elle est de classe C!', comme composée d’applications de classe C!, et vérifie
V(u,v) €Q fop(u,v) = h(u,v) = g(u)

Nous en déduisons que

V(z,y) €Q f(z,y) =f0¢0<p‘1(w,y):fos0(xy,§> =g (zy)
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2. Matrice Jacobienne antisymétrique en tout point

MPI-MPI* 2425

Soient un entier n > 2, E := M,, 1(R) muni de sa base canonique B = (eq,...,e,) et A,(R) I'ensemble des matrices

antisymétriques de format (n,n) a coefficients réels.
3. Soient A € A,(R), B € E et f lapplication définie par

fE—> E
X — AX+B

Démontrer que f € C2(E, E) et que, pour tout X € E, Jx(f) := Matg(df(X)) € A,(R).

L’application f est affine, donc de classe C2. Comme

e la différentielle de 'application linéaire

est donnée par
VXeFE du(X)=u

e la différentielle de ’application constante
rFE — FE
‘!X — B
est donnée par
VXeFE dC(X):Oﬁ(E)
la différentielle de f = u + ¢ est donnée par

VXeFE VYHeE df(X) H=AH

Par suite
VX eFE Jx(f):=Matp(df(X)) =A4ecA,(R)

4. Soit g € C*(E, E) telle que, pour tout X € E, J,(X) := Matg(dg(X)) € A,(R).
(a) Démontrer que I'application
E — M,R)

Yo | x s J,(X)
est constante.
i) Notons (e},...,e%) la base duale de la base canonique (ey,...,e,) de E et posons, pour tout
i€ [1,n]
3 R @ 5
gii=e€e;og [i-eme composante de g dans la base (e1,...,ey)]

de sorte que

L’application g s’écrit donc

E — E
Z1
g1 | :
T Iy
g —_
In T
gn
In
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ii) La matrice Jacobienne de g en x € E est donc donnée par

991 991 g1
dga dgo 092
9@y L@y . Ry
Jy(X) = Mats(dg(X) = | 001" 02 = = ()
J (i,5)€[1,n]?
9n y 99 O9n
oz, (2) D25 () ... oz, (x)

Comme toutes les matrices Jacobiennes sont antisymétriques, nous savons que

. 0gi 0y,
VzeE V Ln]> () =-—-2
(%) T € (i,7) € [1,n] oz, (x) oz, (x)
iii) Les fonctions g1, ..., g, sont de classe C?, comme applications composantes de la fonction g, qui
est de classe C?. Fixons z € E et (i, j,k) € [1,n]>.
8291' 829 j
gy = ot @) ()
oxy, 8% Oxy, 0x;
= - °9; (x) [théoréme de Schwarz]
& gi
2
= 8?33- %kxi x) [théoréeme de Schwarz]
&g
= fﬁ(x) [théoréme de Schwarz]
Oz, Oz
] 3291' 2 2 g 2.5l
Ainsi —————(x) = 0. Ceci étant vrai pour tout k € [1,n], nous en déduisons que
Oz, Oz
das
Ve e E d(a;};) (.’L‘) = Og(E’R)
2 s ] dg;
Comme E est connexe par arcs (E est convexe), nous en déduisons que la fonction e est
2

constante sur F.

iv) D’apreés ce qui précede
Vee B Jy(x) = Jy(0g)

(b) En déduire qu'il existe A € A,(R) et B € E telles que, pour tout X € E, g(X) = AX + B.

Posons A := J,(0g) € A,(R). D’aprés le point précédent, Papplication g et I’application linéaire

EFE — FE
X — AX

ont méme différentielle en tout point de £. Comme FE est connexe par arcs, la fonction g — u est constante

sur F, i.e.
dBeE VXeFE ¢gX)=AX+8B
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