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1. Topologie matricielle et théoréme de Cayley-Hamilton

Notation. — La lettre K désigne le corps R ou C et n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1.1. Topologie des K-espaces vectoriels de dimension finie

Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie, (eq,...,e,) une base de E et

FE — R+
N n
o x:Z;viei — max{|z;| : i€ [L,n]}
i=1
Dans l'exercice 9 de la feuille d’exercices « Espaces vectoriels normés 2 », nous avons démontré le
Théoréme A. — Soit N une norme sur le K-espace vectoriel E de dimension finie. Alors
J(a,f) eRT. xR} VzeE N(z)<aNg(z) et No(r) < [N(x)
Q1. — Soient Ny, No deux normes sur F, (u,)n,en une suite de vecteurs de E et x un vecteur de E. Démontrer

I’équivalence

N N.
Uy ———— T = U, —— T
n——+0o n——+o0o

e Il suffit de prouver que

Neo Ny
Up —2= g = uy, —2 (1)
n—-+o0o n—-+o0o

e D’apres le théoreme A, il existe deux constantes réelles strictement positives « et 3 telles que, pour tout
neN
0 < Ni(up — ) < @ Noo(uy — x) et 0 < Neo(tpn, — ) < B N1 (u, — x)

Le théoréme d’encadrement nous permet alors d’affirmer que

|-

L’équivalence (1) est donc établie.
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D’apres la question 1, pour étudier la convergence d’une suite de vecteurs de F, on peut placer sur £ la norme
que l'on souhaite. Cette souplesse nous permet de considérer une norme idoine pour la problématique considérée.
En outre, la propriété établie a la question 1 a pour conséquence que les concepts suivants ne dépendent pas de
la norme dont le K-espace vectoriel de dimension finie F est équipé.

e partie fermée (cf. caractérisation séquentielle) ;

@) e partie ouverte (complémentaire d’une partie fermée) ;

e adhérence d’une partie (définie par une propriété de minimalité mettant en jeu des parties fermées) ;
e intérieur d’une partie (défini par une propriété de minimalité mettant en jeu des parties ouvertes) ;
e partie compacte (définie & Paide de la propriété de Bolzano-Weierstraf3).

Dans la question suivante, nous étalissons que la notion de « partie bornée » ne dépend pas non plus du choix
de la norme sur E.

Q2. — Soient N1, No deux normes sur E et A une partie de E. Démontrer que la partie A est bornée pour la norme Ny
si et seulement si elle est bornée pour la norme Ns.

Soit A une partie de E.

e Il suffit de prouver que

A est bornée pour la norme Ny, <= A est bornée pour la norme IV; (2)

o Implication directe dans (2). Supposons A bornée pour la norme N.. Il existe donc une constante réelle
M > 0 telle que

Va€ A Ny(a) <M (3)
D’apres le théoréme A, il existe une constante réelle strictement positive « telle que, pour tout = € E
Ni(z) < aNoo(2) (4)
Soit a € A. De (3) et (4) nous déduisons

Ni(a) L aNy(a) < aM [constante réelle indépendante de a]

La partie A est donc bornée pour la norme Nj.

o Implication réciproque dans (2). Démonstration analogue a l'implication directe dans (2).

Q3. — En considérant la norme N, sur le K-espace vectoriel de dimension finie £, démontrer le

Théoréme B. — Soit A une partie fermée et bornée du K-espace vectoriel E de dimension
finie. Alors A est compacte.

e Commengons par remarquer que l'application

B - ll) — (B, Neo)
f

(1,...,Tn) +— Zmiei
=1

est une isométrie, i.e. un isomorphisme tel que

V(z1,...,zn) €EK" || (21, .,2%0) ||oo = Noo(f(21, ..., 20)) (5)

De la linéarité de f et de (5), on déduit que f est 1-lipschitzienne, donc continue.
e Soit A une partie fermée et bornée de E, pour la norme N, (ou pour toute norme sur F, d’apreés Q1 et Q2).

— Remarquons que, I'application f étant bijective, la partie f~1(A) de K" est a la fois I'image réciproque
de A par f et I'image directe de A par f~1, i.e.

{(x1,...,2n) e K" : f(xl,...,xn)GA}:ffl(A):{ffl(a) ca€ A}
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— Comme f est continue, f~1(A) est une partie fermée de (K", || - ||, ), comme image réciproque d’un
fermé par une application continue.

— Puisque A est bornée, il existe une constante réelle M > 0 telle que
Vae A Ny(a) <M
Soit a € A. Comme f est une isométrie
[/7(@) || = Neo(a) < M

La partie f~1(A) de (K", || - || ) est donc bornée.
D’aprés le cours, f~!'(A), qui est une partie fermée et bornée de (K™, || -||,), est compacte.

La partie A = f (f_l(A)) de (F, Ny ) est compacte | comme image continue d’un compact.

Q4. — Soient F' un K-espace vectoriel de dimension finie et f: E —— F une application. Soient || - ||, Ng deux
normes sur E et || - ||, Np deux normes sur F. Démontrer ’équivalence
(B - lg) —— (Fy]| - ||p) est continue <= f: (E,Ng) —— (F, Np) est continue

o Implication directe. Supposons que ’application
fo B Mg) — (B - lp) (6)

est continue. Soit x € E. Considéront une suite (z,)nen € EN telle que z, Lﬁ) x. Alors
n——+oo

n—-+oo n—-+oo
= f(zn) Al f(x) [caractérisation séquentielle de (6)]
n—+00
N
= f(zn) Zﬁ;ﬁ f(x) [Q1]

Par caractérisation séquentielle de la continuité, I'application f: (E, Ng) —— (F, Np) est continue au
point z. Ceci étant établi pour un vecteur x quelconque de F, nous en déduisons que I'application

f: (E,NE) — (F,NF)

est continue.

o Implication réciproque. Elle découle de I'implication directe, par symétrie des roles joués par || - || et Ng
d’une part et || - || et Np d’autre part.
. Pour étudier la continuité de 'application f: E —— F', on peut placer sur E et F les normes que ’on souhaite.
- Cette souplesse nous permet de considérer des normes idoines pour la problématique considérée.
Q5. — Soient F' un K-espace vectoriel de dimension finie muni d’une norme Np et f: E —— F une application

linéaire. Démontrer qu’il existe une constante réelle k£ > 0 telle que

Vz € E Np(f(z)) <k Noo(z)

et en déduire le

Théoréme C. — Toute application linéaire du K-espace vectoriel E de dimension finie
vers le K-espace vectoriel F' de dimension finie est continue.
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e Soit = un vecteur de E, que nous décomposons dans la base (e1,...,e,) de E :
n
X = E X; €;
i=1
ou (z1,...,x,) € R™ Grace a la linéarité de f et a l'inégalité triangulaire vérifiée par la norme Np, nous
calculons

Nr(f(z)) = Nr (inf( e ) > il N(f(es)) < (ZN(f(eiD) Noo(2)
i=1 =1 <N () i=1

=:k>0

Ainsi ’ il existe k > 0 tel que, pour tout z € E, Np (f(z)) < k Noo(2). ‘

e Notons que k = 0 si et seulement si f est Papplication identiquement nulle. Dans ce cas, k peut étre remplacé
par une constante réelle strictement positive quelconque. Aussi la constante réelle k peut-elle étre supposée
strictement positive.

e Soit (x,y) € E?. Du résultat précédent et de la linéarité de f, nous déduisons

Ne(f(z) = f(y)) = Nr(f(z —y)) <k Neo(z — y)

Comme l'application f est k-lipschitzienne, ‘l’application f est continue. ‘

1.2. Polyn6mes de matrices

Soit une matrice A € M,,(K) fixée. Pour tout polynéme P € K[X], on définit la matrice P(A) par

—+oo

P(A):=)_[P]; A’

=0

Par exemple, si P = X3 —5X +2, P(A) = A3 -5A+21I,.

Q6. — Démontrer que 'application

K[X] — M, (K)
+00
P — PA):=> [P A

=0

Eval A

est linéaire.

Soient P, @ € K[X] et A, u € K. Nous calculons

400 £9
EvalaA P+ pQ) = > AP+puQl A Z Ji A'+ 11> [Qli A" = X Evala(P) + p Evala(Q)
=0 A [PlitulQl: '

Q7. — Démontrer qu’il existe un polynéme non nul P tel que deg (P) < n? et P(A) = 0.

En appliquant la formule du rang a ’application
Evalii.0 | p s PA)i= S (P A
il vient

dim (K2 [X]) = dim (Ker ((Bvala) x ,(x))) + 18 ((Evala) i ,(x))

—n?
=n<+1 <7L2

Le noyau de I'application (Eval A)\K 2 [X] n’est donc pas trivial, ce qui livre le résultat demandé.
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Q8. — Démontrer que, pour tout (P, Q) € K[X]?, (PQ)(A) = P(A) Q(A).

Il s’agit de démontrer que les deux applications

K[X] x K[X] — M, (K) o K[X] x K[X] —> M, (K)
v (P,Q) —  Evala(P xkx] Q) (P,Q) —  Evala(P) X, x) Evala(Q)

sont égales. Comme ces deux applications sont bilinéaires et vérifient, pour tout (i, j) € N?
%) (Xi,Xj) = EvalA (XZ XK[X] Xj) = EV&IA (Xi+j) = AiJrj
() (Xi7Xj) = Evaly (X’) X pm (k) Evalg (X7) = A" xpq, (k) AT = AT

elles coincident sur tout couple (P, Q) de K[X]?.

1.3. Un résultat de convergence pour une suite de polynémes de matrices
On équipe K, [X] et M,,(K) des normes
M, (K) — R,

-, | Bel&D — Ry et |-
oo Q — max{|[Q];| : i€ [0,n]} M — max{Z|[M]i7j| : je[[l,n]]}

Q9. — Démontrer que, pour tout (A, B) € M, (K)2, || AB|| < || Al || B]l-

Soient A, B € M,,(K) et j € [1,n]. L’inégalité triangulaire livre

D NABLisl =Y > 1ALk [Bles| < D2 D MAlisl I[Blesl <D 1ALkl 1B
i=1 i=1 |k=1 i=1 k=1 k=11i=1
<I[ Al

Ainsi
n

> l[ABi;l < IIAHZI kil < [l Al Bl

=1 indépendant de j

<l Bl

Par passage au max sur les j € [1,n], il vient || AB || < || A]| || B]|-

Soient (Py)ren une suite de polynomes de K,,[X], P € K, [X], (Ar)ren une suite de matrices de M,,(K) et A € M,,(K).
On suppose que

Py K. [X] P et Ay M A
k—40c0 k—+o0
et on se propose de démontrer
M, (K)
Pp(Ay) ——— P(A) (7)
k— 400
Q10. — Démontrer que || Py(Ay) — P(A) || % 0.
— 400
e La suite (Ay)kek étant convergente, elle est bornée pour la norme || - ||. Il existe donc une constante R > 0
telle que
VEeN ||Ax|]| <R
Comme la norme || - || est sous-multiplicative (question 9), nous en déduisons que
VieN VkeN || A <R (8)
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e Soit k € N. Nous calculons, grace a (8)

n

D [P

=0

|| Pr(Ar) — P(Ax) || = [P — Plil || A% || <
S——— ——
<l Pe—Pll <R

1B Pl SO

=0

Le théoreme d’encadrement nous livre alors || Pi(Ar) — P(Ag) || ﬁ—» 0.
— 400

Q11. — Justifier que I'application
Evalp n
M — P(M):=) [P M
i=0

est continue.

e Pour tout M € M,,(K), pour tout (i, ) € [1,n]?, le coefficient [P(M)], ; est un polynome en les coefficients
de la matrice M.

o Soit (My)ren € M, (K)N et M € M, (K) telle que M;, —> M. Comme || - ||, est une norme produit

y y 2 .. R ..
V(i,5) € [1,n]" [Myi; p— [M];

D’apres le point précédent, nous en déduisons que

V(i.9) € [Lal* [Py ——— [POD)i

Il IIOC P(M).

k— 400

puis que P(My) —=

e Le critere séquentiel de continuité nous livre alors la continuité de l'application Evalp, pour la norme || - ||
sur M,,(K), donc pour toute norme sur M, (K) (cf. question 4).

Q12. — En déduire le résultat (7).

D’une part, pour tout k € N

0 <[] Pu(Ax) = P(A) || < [ Pe(Ar) — P(Ax) || + || P(Ax) = P(A) ||

D’autre part || Pr(Ax) — P(Ax) || k—i—» 0 (question 10) et || P(Ax) — P(A4) || % 0 (question 11). Le théoréme
—+o0 €9

d’encadrement nous livre alors || Py(Ar) — P(A) || %) 0, i.e. Pp(Ag) & P(A).
— 400

1.4. Continuité de ’application x: M, (K) —— K, [X]

Soient (Ag)gen une suite de matrices de M, (K) et A € M,,(K). On suppose que Ay, :/tl—iK% A et on se propose de
—+o00

démontrer .

Ak k—)’-‘roo A (9)
Q13. — Jusitifier que, pour tout A € K, X, () SN X, (A)

k k—+4o00
Soit A € K. Comme R
AT = Ag) = (A n = A) || = [|A = Ak || ——0
k—+o00
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Il -
+

A, —Ak A, — A

et det: M,,(K) —— K est continue, nous savons que

X, (A) = det (AT, — Ag) —— det (AL, — A) = X,(3)

k— oo

Q14. — Démontrer que ’application

Nlop i‘ﬁ(i)’

est une norme sur K, [X].

e Séparation. Soit P € K, [X] tel que

Alors, pour tout 7 € [0, n], ﬁ(z) = 0. Le polynéme P possede n + 1 racines dans K, soit strictement plus que
son degré qui est inférieur ou égal a n. Il s’agit donc du polynéme nul.

e Homogénéité. Soient A € K et P € K,,[X].

Q15. — En déduire le résultat (9).

e D’apres la question 13, pour tout ¢ € [0, 7]

Nous en déduisons que

n
T N R
N (X4, = Xa) = 20 [, @ = x,0)| 5 Om
=0

ie. —_— X .
X 4y k——+00 Xa

X
e On en déduit que o, % X , pour toute norme sur K n[X] (cf. question 1).
k—

Q16. — Enoncer une conséquence pour lapplication

‘MH(K) — K, [X]
'_)

X

D’apres la question 15 et le critere séquentiel de continuité, I'application

— Xy
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est continue.

Q17. — En déduire que, pour tout i € [0, n], Papplication

M, (K) — K
Coeff; M
—
est continue.
Soit ¢ € [0, n].
e [’application

T P — [P

est linéaire entre deux espaces de dimension finie, donc continue (cf. théoreme C).

e L[’application
Coeff; =m0 x

est donc continue, comme composée d’applications continues (cf. question 15).

1.5. Densité de ’ensemble des matrices diagonalisables dans M, (C)
On définit la partie D), (C) par :

D, (C)={M € M,(C) : M est diagonalisable sur C}.

Q18. — Soit T' € M,,(C) une matrice triangulaire supérieure. Si tous les coefficients diagonaux de T' sont égaux on
pose i = 1 et si au moins deux des coefficients diagonaux de T' sont distincts on pose

p=min {|[T]i; — [T);;| : (i,5) € [1,n]* et [T];s # [T];.5}
On introduit, pour tout £ € N* :
. 11 1)
=T+ Lo oy,
Tk T+kdlag( 72737 b

n
Démontrer que, pour tout k € N*, Ty, € D/ (C) et que

M, (C)
L

k——+oco

Tk

e Soit p € N*. Comme la matrice 7}, est triangulaire supérieure

Speck (Tp) = {[Tplii : 7 € [Ln]}

Pour que la matrice T, soit diagonalisable, il suffit donc que les coeflicients diagonaux de la matrice 7}, soient
deux a deux distincts (cf. condition suffisante de diagonalisabilité du cours). Nous allons établir ce résultat,
en scindant 1’étude en deux parties.

e Soient p € N* et 4, j € [1,n] tels que i # j. Quitte & échanger ¢ et j, on peut supposer que i < j.
— Cas ot [T);; = [T);,;. Nous calculons
1% p po(l 1
(Tplii — (Tplii =T+ — =T+ =) == |-—=)#0
p p
— Cas ou [T);; # [T);,;- D’une part

[ Tplii — [Tl = |[This — [Tl + = (1 — 1)’ 2 |[T)si — [T5.5] — % (% - %)
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D’autre part

o 1 1
= == = <p<||T i T ,
S 71— (201
~— <~
€ 10,u] €10,1/4]
€10,1/i[C]0,1]
Nous en déduisons que
_H (lfl) > —[Tolis — [Tol ]
o \i plisi plj.j
puis |[Tp]i; — [Tp);,5] > 0.
e Soit p € N* et (4, 5) € [1,n]>
- wop o o
[Tpli; — [T ] = 65 » < » [indépendant de (i, j)]

Par passage au max sur les couples (i, 5) € [1,n]?, il vient

SERS

Par théoréme d’encadrement, nous en déduisons que 7, —)II U T.
) p
p——+oo

e On en déduit que T, M—"fi)» T pour toute norme sur M, (K) (cf. question 1).
p——+o0

Q19. — Soit P € GL,(C). Démontrer que, pour tout D’ € D, (C), la matrice P D’ P~! appartient a D, (C) et justifier
que ’application
M, (C) — M,(C)

Conjp A —s PAP1

est continue.

e Soit D' € D, (C). Alors il existe @ € GL,(C) et D € M,,(C) diagonale telles que D’ = Q D Q~!. Nous en
déduisons que
PD' Pt =(PQ)D(PQ)™*
Comme PQ € GL,,(C), la matrice P D’ P~1 est diagonalisable dans M,,(C).

e L’application Conjp est linéaire entre deux espaces de dimension finie. Aussi est-elle continue (cf. théoréme
C).

Q20. — Démontrer que la partie D}, (C) de M,,(C) est dense.

Soit M € M,,(C).

e D’apreés le cours, la matrice M est trigonalisable dans M,,(C). Il existe donc P € GL,(C) et T € M,,(C)
triangulaire supérieure telle que

o Considérons la suite (T))pen de matrices de D), (C) construite & la question 18. Alors

e D’apres la question 19

Conjp(Tp) Sl Conjp(T) =M
~——— Pt

e Nous conclusons que D/, (C) = M, (C) par caractérisation séquentielle de la densité.
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1.6. Théoréme de Cayley-Hamilton dans M, (C)

Q21. — Soient Aq,..., A, des nombres complexes et D = diag (A, ..., A,). Démontrer que XD(D) = 0pm,,(C)-

e Nous savons que X, = (X — A1)... (X — An).
e D’apres la question 8
XD(D) =(D-\1,)...(D=X\, 1)
est une matrice diagonale, comme produit de n matrices diagonale,

e Comme, pour tout ¢ € [1,n], le i-éme coefficient diagonal de la matrice D — \; I, est nul, tous les coefficients
diagonaux de la matrice D sont nuls. Cette matrice diagonale est donc nulle.

Q22. — Soit A € D;,(C). Démontrer que x , (A) = Orq,(c)-

Comme A € D), (C), il existe P € GL,(C) et D diagonale telles que A= P D P~1.

Comme les matrices A et D sont semblables, nous savons que 0= d’ou

X, (A) =x,(PDP)

e Nous calculons
PoP) =3, 0Py =3l Pt =p (S ), ) =g
G i=0 i=0

e A l'aide de la question 21, nous en déduisons que

X, (A) =x, (PDP™!) =P x0p,c) X P~ =0pm,(c)

Q23. — En déduire le

Théoréme (Cayley-Hamilton). — Pour toute matrice M € M,,(C), x,,(M) = O, (c)-

e Soient M € M,,(C) et (My), . une suite de matrice de M,,(C) telle que

Mn(K) M

k—4oc0

My,

D’apres la question 15
K, [X]

ey
My g—+too Xm
La question 12 nous livre alors
K, [X]
Xz, (Mk) - X, (M)
Par caractérisation séquentielle de la continuité, 'application
— X M (M )
est continue.

e [’application

est continue.
e D’apres la question 22, les applications f et g coincident sur D,,(C).

e D’aprés la question 20, D!, (C) est dense dans M,,(C). La continuité des applications f et g implique alors
que ces deux applications coicident sur M,,(C) tout entier.
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1.7. Résultant d’un couple de polynémes
Soient A un polynéme de C[X] de degré p > 1 et B un polynome de C[X] de degré ¢ > 1.

Q24. — Démontrer que les polynémes A et B sont premiers entre eux si et seulement s’ils n’ont aucune racine complexe
commune.

Nous raisonnons par contraposée et supposons que A et B ont une racine complexe commune, notée \. Le
polynéme X — X\ divise donc A et B. Ces deux polynémes ne sont donc pas premiers entre eux.

Nous raisonnons de nouveau par contraposée et supposons que A et B ne sont pas premiers entre eux. Il existe
donc un polynoéme D € C[X] qui divise A et B et tel que deg (D) > 1. Par le théoréme de d’Alembert-Gauf,
D possede une racine complexe A, qui est également racine de A et B.

Q25. — Démontrer que 'application

Cq_l[X] X Cp_l[X] — Cp—!—q—l[X}

YA B
(P,Q) — AP+ QB

est linéaire.

o L’application ¢4 p est bien définie. En effet, si P et () sont deux polynomes de C[X] tels que deg (P) < ¢—1
et deg (Q) < p— 1 alors

deg (AP) = deg(A) +deg(P)<p+q—1 et deg (BQ) = deg (B) +deg(Q) <p+g—1

donc
deg (AP + @B) < max {deg (AP),deg (@B)} <p+q—1

o L’application pa, g est linéaire. Soient (Pr, Q1), (P2, Q2) € Cy—1[X] x Cp_1[X] et A1, A2 € C. Nous calculons
0a,B(A1 (P, Q1) + X2 (2,Q2)) = @AM Pr+ A Poy A1 Q1+ A2 Q2)
= AMPL+2P)+(MQ1+22Q2)B
= MAPI+Q1B)+ (AP +QB))

= Apap(P1,Q1)+ X204 (P2, Q2)

Nous introduisons les bases B de Cy_1[X]| x Cp_1[X] et C de Cpy4—1[X] définies par

B:=((1,0),(X,0),..., (X" 0),(0,1),(0,X),..., (0,XP71)) et  C:=(1LX,...,XPHah)

Q26. — Expliciter la matrice Matg ¢ (¢4,5) & 'aide des coefficients ag, ..., a, de A et des coefficients by, ..., b, de B.
Nous avons 'identité

ap bo
ar - b1

ag : bo

Matg,c (pa,B) = ap a; ay by € Myp44(C)

a1 by

0 s

ap bg
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car, pour tout ¢ € [0,q — 1]
oap (X0)=AX"'=ay X' +a; X' + ... +q, XP
et, pour tout i € [[0,p — 1]

0aB (0, X)) =X"B=by X" +b X'+ .. +b, X"

Le résultant du couple (A, B) de polyndmes est le nombre complexe

Res(A, B) := det (Matgc (pa.B))

Q27. — Démontrer que les polyndémes A et B ont une racine complexe commune si et seulement si Res(A, B) = 0.

e Comme ¢4 p est une application linéaire entre deux espaces de méme dimension finie, les quatre assertions
suivantes sont équivalentes

— a,B est injective;
— a,B est surjective;
— @, B est bijective;
— Res(4, B) #0.
Nous raisonnons par contraposée et supposons que Res(A, B) # 0. Comme 'application ¢4 g est surjective,
il existe (P, Q) € Cy_1[X] x Cp_1[X] tel que
AP+ BQ =1

D’apres le théoreme de Bézout, les polyndmes A et B sont premiers entre eux. Ils n’ont donc aucune racine
complexe commune (cf. question 24).

Nous raisonnons par contraposée et supposons que A et B n’ont pas de racine complexe commune. D’apres
la question 24, ils sont donc premiers entre eux. Soit (P, Q) € Ker (¢4, 5). Alors

AP = -QB

Comme A est premier avec eux, le polynome A de degré p divise le polynéme @ de degré inférieur ou égal a
p— 1 (lemme de Gau$}). Nous en déduisons que le polynéme @ est nul, puis

AP =0
Comme A # 0 et C[X] est un anneau intégre, P = 0. L’application ¢4 g est donc injective et Res(4, B) # 0.
Le résultant de deux polynomes A et B de C[X], qui est un polynoéme en les coefficients de A et B (cf.

@ question 26), permet de déterminer si deux polyndmes ont une racine complexe commune, sans déterminer
-
ni les racines de A, ni les racines de B.

Q28. — On introduit les deux parties
A, :={P e C,[X] : deg(P)=n} et U, :={P € A, : P estscindé a racines simples dans C}

de C,[X]. Démontrer que U,, est un ouvert relatif de A,,.

e Soit P € C[X] non constant. D’apres la caractérisation de la multiplicité d’une racine via les polynémes
dérivés itérés, P posséde une racine de multiplicité au moins 2 dans C, si et seulement si P et P’ ont une
racine complexe commune, si et seulement si P et P’ ne sont pas premiers entre eux (cf. question 24). Nous
en déduisons, grace a la question 27 que

P est scindé a racines simples dans C <= Res(P, P') #0
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e D’apres la question 26 et la nature polynomiale du déterminant, 'application

A, — C

f P +— Res(P,P)

est polynomiale en les coefficients de P, donc continue.

e Des deux points précédents, nous déduisons que
U, = h1(C*)

est un ouvert relatif de A,,, comme image réciproque de 'ouvert C* de C par I’application continue h.

1.8. Intérieur de I’ensemble des matrices diagonalisables dans M,,(C)
Q29. — Démontrer que
O :={M € M,(C) : xu est scindé a racines simples dans C}

est une partie ouverte de M,,(C).

e Le polynome caractéristique d’une matrice de M,,(C) est de degré n. L’application

| A, Mn(C) — An
X M — X
M
est donc bien définie. D’aprés la question 16, application x!®» est continue.
e D’apres la question 28

0= (x)" Un)

est un ouvert de M,,(C), comme image réciproque de I'ouvert relatif U, de A,, par une application continue
[ Arn
X' 2.

o
—

Q30. — En déduire I'inclusion O C D! (C).

e Si une matrice M € M,,(C) posséde un polyndome caractéristique scindé a racines simples dans C[X], alors
la matrice M est diagonalisable dans M,,(C). Ainsi

O c D,(C)

e Comme D! (C) est le plus grand ouvert de M,,(C) contenu dans D), (C), nous déduisons de la question 29
et du point précédent que

o

—

O cCD,(C)

/
n

Considérons une matrice A € D/ (C) dont le polynéme caractéristique n’est pas scindé & racines simples sur C. Il
existe donc un entier » > 1, des nombres complexes Ap,..., A\, deux a deux distincts et des nombres entiers m; > 2,

ma,...,m,. € N* tels que
T

= L =™

k=1

Q31. — En introduisant I’endomorphisme de M,, 1(C) canoniquement associé & A, démontrer qu'’il existe une matrice
P € GL,(C) telle que
A=Pdiag(M I,y A\ Iy, ) P71

=:D
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Soit B, la base canonique de M, 1(C) et ¢4 I'unique endomorphisme de M,, 1(C) tel que Matg,(p4) = A.

Comme la matrice A est diagonalisable dans M,,(C), I’endomorphisme ¢4 est diagonalisable. Ainsi

M1 (C) = Ex (pa) © ... ® B, (4)

et
Vie[l,r] dim(Ey,(pa)) = mult (Xw,)\i) = mult (XA’ )\i) =m; [X = XA]

Si B est une base adaptée a la décomposition de E en somme directe ci-dessus alors

MatB(<pA) = dlag (Al Im17~ o009 AT Imr)

D’apres le théoreme de changement de changement de bases

Matg, (¢a) = P Matp(pa) p-1
————— ——
=4 =diag(A1 Iy sersAr Im,.)

ou P € GL,(C) est la matrice de passage de la base B, a la base B.

Q32. — Démontrer que, pour tout p > 0, la boule ouverte
Boo(D,p) :={M € M,(C) : ||[M - D]l <p}

contient une matrice de M,,(C) qui n’est pas diagonalisable sur C.

Nous observons que
M=D+ gELQ € Boo(D, p)

La matrice M est triangulaire supérieure et possede les mémes coefficients diagonaux que la matrice D, donc
Xy =Xp = (X =A™ (X =)™ . (X =A™
Comme

M—-—X\1,=D+ gELQ -\ 1, = diag(OIml,()\g —/\1)Im2,...,(>\7~ _Al)ImT)‘F gELQ

nous obtenons
rg(M—-—MIL)=14+ma+...+m, [on rappelle que my > 2]

D’apres la formule du rang
dim (Ey, (M)) = dim (Ker (M — M I,)) =n—(14+ma+...+m,) =my — 1 < my = mult (XM,)\l)

La matrice M n’est donc pas diagonalisable dans M,,(C).

o

—

Q33. — En déduire que A ¢ D! (C).

o
—

Raisonnons par 1’absurde et supposons que A € D/, (C). D’apres la question 19

(Conip) ™ (5,(©))

o
—

est un ouvert de M,,(C) inclus dans D,(C). Comme D € (Conjp)~" (D,’l(C)), il existe p > 0 tel que

o
—

Boo(D, ) € (Coni;) ™ (D4(6)) € D4(©)

ce qui contredit le résultat de la question 32.

Q34. — Conclure quant & l'intérieur de 'ensemble D!, (C) des matrices de M,,(C) diagonalisables sur C.
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o

e Nous avons déja établi que O C D/, (C) (cf. question 30).

o

L —

e SiAe M,(C)\ O, alors A ¢ D! (C) (cf. question 33). Nous en déduisons que

o
—

My (C)\ O C My (C)\ D, (C)

puis
/L\

DI(C)cO

o
—

e Nous en déduisons que D/, (C) = O.

1.9. Adhérence de ’ensemble des matrices diagonalisables dans M, (R)
Q35. — Soit P un polynéme de R[X], de degré n et unitaire. Démontrer que

Pestscindé sr R < (Vze€C [Im(2)|" <|P(2)])

Supposons qu’il existe des réels A, ..., A, tels que
P=(X—-X\)...(X=X\p)

Soit z € C. Alors

Vie[l,n] |z—XN|= \/(Re (2) = Ai)2 +1Im(2)> = |Im (2)| = 0

On en déduit que
|[P(2)| = |z = M| ... |2 = Ap| = |Im (2)|"

Supposons que, pour tout z € C, |Im (2)|" < |P(z)|. D’apres le théoréme de d’Alembert-GauB, il existe des
nombres complexes Aq,..., A, tels que

P=(X-X)...(X =)

Soit ¢ € [[1,n]. Alors
0=[P(N)] = [Im (\:)[* >0

donc \; est réel. Nous en déduisons que le polyndéme P est scindé dans R[X].

Q36. — En déduire que ’ensemble
T/(R)={M € M, (R) : M est trigonalisable sur R} .

est une partie fermée de M,,(R).

e Soit (M})ken une suite de matrices de 7,/ (R) qui converge vers une matrice M € M,,(R). Nous démontrons
que M € T(R) (cf. caractérisation séquentielle des fermés).

e Soit z € C. Alors, pour tout k € N, Xng, est scindé dans R[X] et donc

[im ()" < [y, ()
En faisant tendre k vers +oo, il vient, grace a la question 13
[im (2)|" < [, (2)]

e Grace a la question 35, nous savons que x €t scindé dans R[X]. La matrice M est donc trigonalisable dans
M, (R).

Q37. — Déterminer alors 'adhérence de la partie

D, (R)={M € M,(R) : M est diagonalisable sur R} .
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de M, (R).

e Comme D), (R) C T)(R) et 7,/(R) est une partie fermée de M,,(R) (question 36), nous savons
D,(R) C T,(R)

e En adaptant les arguments de la partie 1.5, on démontre que toute matrice de 7(R) est limite d’une suite
de matrices de D, (R). Ainsi

T.(R) C D, (R) [caractérisation séquentielle de I’adhérence]

e Nous en déduisons que D, (R) = T,/(R).

1.10. Propriétés topologiques ’ensemble des matrices nilpotentes de M,,(K)

On note N l'ensemble des matrices nilpotentes de M, (K).

Q38. — Démontrer que N est une partie fermée de M, (K).

D’apres le cours, une matrice M € M,,(K) est nilpotente si et seulement si x = X™. Donc
N =x"1({x"})

est une partie fermée de M, (K), comme image réciproque de la partie fermée {X"} de K,,[X] par application
continue
x: My(K) — K, [X] [cf. question 16]

Q39. — La partie N' de M,,(K) est-elle compacte ?

Soit k£ € N. Posons

Comme Xy, =X", Ny € N. De plus

La partie V' de M,,(K) n’est donc pas bornée, donc a fortiori pas compacte.

Q40. — Déterminer 'intérieur de la partie N' de M, (K).

o o

Nous démontrons que N/ = & en raisonnant par 1’absurde. Supposons donc qu’il existe A € A'. Comme A est une
matrice nilpotente, il existe P € GL,,(K) et T € M,,(K) triangulaire supérieure stricte telles que

A=PT P!

Comme une matrice conjuguée a une matrice nilpotente est nilpotente et Papplication Conjp—1 est continue (cf.
question 19)

(Conjp) ™ ()

o

est un ouvert de M,,(C) inclus dans N'. Comme T € (Conjp) " (N), il existe p > 0 tel que

o

Boo(T, p) C (Conjp) ™" (N) cN

La matrice P
M=T+ 5 Eiq [matrice triangulaire supérieure
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appartient & By (T, p), mais n’est pas nilpotente puisque
_ Xn—l X — B 75 X"
XM - 2

Contradiction.

Q41. — Démontrer que N est une partie connexe par arcs de M, (K).

Nous démontrons que la partie N est étoilée en 0 M, (K)» €€ qui livrera sa connexité par arcs.
Soit N € N. Comme, pour tout ¢ € [0,1]

(tN aF (1 = t) OMn(K))n ={"N" = OMn(K)

le segment [N, 04, (k)] est inclus dans .

2. Théoreme de Riesz sur la boule unité fermée d’un K-espace vectoriel

Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. On rappelle que la
distance d’un vecteur x de F & une partie non vide A de E est définie par

d(z,A) :=inf{||x —al| : a€ A} e R,

Q42. — Soit x un vecteur de E. Démontrer que
dzp € F ||lz—zp||=d(=,F) [la distance de = & F est atteinte]

et discuter 1'unicité de z .

e D’apres la caractérisation séquentielle d’une borne inférieure, il existe une suite (x,,) de vecteurs de F

telle que

nelN

||$—1‘n||md($vF) (10)

e La suite de nombres réels (||z — 2y, |[),,cn est convergente donc bornée. Ainsi, il existe M € R tel que
VneN |lz—z,||<M
En appliquant 'inégalité triangulaire pour la norme || - ||, nous en déduisons que

VneN ||z, || <|lz|[+M

e Notons || - || la norme sur F' induite par la norme || - || sur E. D’apres ce qui précede, la suite (z,)nen est
une suite de vecteurs de

K:={yeF : |lyllp<llell+M}  [boule fermée de (F]| - ||)]

qui est une partie fermée et bornée de l'espace vectoriel normé de dimension finie (F, || - ||z). D’apres le
théoreme B, K est une partie compacte de F'. Il existe donc une application ¢p: N —— N strictement
croissante et xp € F tels que

L) LR

n—-+4o00
e La norme || - || étant 1-lipschitzienne, elle est continue. Ainsi
2z =2om || 7 Iz —2rl (11)

Des résultats (10) et (11), on déduit

|z —zr || = d(z, F)
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e Si F est un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire et || - || est la norme associée, alors nous savons
que
lepeF ||z—zpl||=d(z,F)
Ce vecteur xp de F' est le projeté orthogonal du vecteur = sur le sous-espace de dimension finie F'.
e Cependant, il n’y a pas toujours unicité du vecteur zz. En effet, si 'on considére E = R? muni de la norme
[l -1l :==1-|los F := Vect ((1,0)) et « := (0,1), alors

Vap e [-1,1] x {0} ||z —ap|=d(z,F) =1

Q43. — On suppose que F' # E. Déduire de la question 42 qu’il existe un vecteur v de F tel que

[lu]|=1 et d(u,F) =1

e Cousidérons un vecteur z € E \ F. D’aprés la question 42, il existe zr € F tel que
d(z, F) = ||z —zp|| >0

r— TR

e Posons u := Tz —zr]l de sorte que ||u|| = 1.

e Soit a € F. Comme
r—xp 1 1
|z —ar|| |z —zr|| EREA

€F
il vient, en passant & 'inf sur tous les a € F, d(u, F) > 1. Comme Op € F
d(w, F) < [Ju=0g| =[|ul| =1

Ainsi d(u, F) = 1.

On suppose désormais que le K-espace vectoriel E n’est pas de dimension finie.

Q44. — Justifier qu'il existe une famille libre (e,,), . de vecteurs de E.

e Comme E n’est pas de dimension finie, il existe un vecteur non nul ¢y dans E. La famille (eg) est donc libre.

e Soient n € N. Supposons construits des vecteurs eg, ..., e, de E tels que la famille (eq,...,e,) est libre.
Comme F n’est pas de dimension finie
E # Vect (e, ..., en)

Soit e,4+1 € E'\ Vect (e, . . ., e,). On vérifie alors que la famille (eg, ..., en, en41) est libre (cf. lemme clé pour
le théoréme de la base incompléte).

e Nous construisons ainsi par récurrence une famille (e,) de vecteurs de F qui est libre, puisque toute

sous-famille finie de cette famille est libre.

neN

On pose, pour tout n € N, F,, := Vect (e, ..., en).

Q45. — Démontrer qu'il existe une suite (uy,) de vecteurs de E telle que
(P1) VneN wu, €F,
(P2) VneN |lu,||=1

(P3) Yn e N*  d(up, Fy_q)=1

neN

e Soit ug un vecteur de Fy, de norme 1
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e Soit n € N*. On applique le résultat de la question 43 avec E < F,, et F' < F,_;. Il existe donc

un, € F,, tel que [|u, || =1 et d(up, Fr_1) =1

Q46. — En déduire que, pour tout (p,q) € N? tel que p # q, || up —ug|| > 1.

Soient p et g des entiers naturels distincts. On peut supposer que p < q. Comme
up, € F, C ... CFyq et d(ug, Fy—1) =1

il vient
g —up [l = d(ug, Fg—1) =1

Q47. — Démontrer que la suite (uy), o ne posséde aucune valeur d’adhérence.

Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe une application ¢: N —— N strictement croissante et u € F
tel que

u — W
) n—-+o0o

D’apres la question 46
VneN || upnin) = upm || 21

En faisant tendre n vers +oo dans cette inégalité large, nous obtenons, grace a la continuité de la norme || - ||

1< flu—ull=0

Contradiction.
Q48. — Démontrer enfin le
Théoréme (Riesz). — Un K-espace vectoriel normé est de dimension finie si et seulement

si sa boule unité fermée est compacte.

Si E est K-espace vectoriel normé de dimension finie, alors sa boule unité fermée est compacte, d’apres le
théoréeme B.
Nous raisonnons par contraposition et supposons que F n’est pas un K-espace vectoriel normé de dimension

finie. Nous avons construit une suite de vecteurs de B(0g, 1) qui ne posséde aucune valeur d’adhérence dans
E, donc a fortiori dans B(0g, 1) (cf. questions 44—47). La boule unité fermée de F n’est donc pas compacte.
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