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1. Calcul de l’intégrale de Dirichlet a ’aide d’une intégrale a parametre

Soit F' la fonction définie par :

+oo
1-— t
F:x|—>/ %()e_mdt
0

1. Démontrer que la fonction F est bien définie et continue sur [0, +oo.

1- t
e La fonction ¢: ¢t — %() est continue sur ]0, +oco[. Comme :
1 — cos(t 1—(1—#*/2+0(t 1 1
cos(t) _ ( /2 + 0 (t?)) — Z40(1) 1
t2 t—0 t2 t—0 2 t—0 2

la fonction ¢ est prolongeable par continuité en 0, donc intégrable en 0. De plus :

VE>0  0<ep(t) <3

1
et la fonction ¢ — — est intégrable en +oo (critére de Riemann). D’apres le théoréeme de domination

pour les fonctions positives, la fonction ¢ est intégrable en +oo. Ainsi :

1 — cos(t)

t2

est intégrable sur |0, +oo].

la fonction ¢: t —

e Nous allons appliquer le critere de continuité pour les intégrales a parametres. Pour cela, introduisons
la fonction f définie par :

[0, +00[ x ]0, +o0[ — R
/ (x,t) — 1—cosl) CQOS(t) et
G

(H1) A t > 0 fixé, la fonction f( - ,t) est continue sur [0, +ool.
(H2) A > 0 fixé, la fonction f(z, - ) est continue sur ]0, +oof.
(H3) Pour tout (z,t) € [0, 400 % ]0, 400 :

|f(z,t)] = fz,t) < p(2) [indépendant de x]

et nous savons que la fonction ¢ est intégrable sur |0, +oo].

Le critere s’applique.

‘La fonction F' est bien définie et continue sur [0, +oo] . ‘

3 a oI o Tl —cos(t) _ 4
A x > 0 fixé, nous avons établi non seulement la convergence de 'intégrale — e~ "t dt,
0

mais encore son absolue convergence.

2. Etudier la limite éventuelle de la fonction F en +oo.
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Nous allons appliquer la version continue du théoréme de convergence dominée.
(H1) A x>0 fixé, la fonction f(z, - ) est continue sur ]0, 400 .
(H2) At >0 fixé :

f(@,t) ——— 0= g(¢t)

T—r+o0
et la fonction g: ¢t — 0 est continue sur |0, +o0].
(H3) Pour tout (z,t) € [0, +o0[ X 0, +o0[ :

|f(z,t)| = f(z,t) < p(t) [indépendant de x]

et nous savons que la fonction ¢ est intégrable sur |0, +o00].

Le théoreme s’applique.

oo +o0
F(z) :/ ﬂem dt — g(t) dt=0
0 t T—+00 0

3. Démontrer que la fonction F est de classe C2 sur |0, +oo[ et calculer F”(x), pour tout z > 0.

Nous allons appliquer le critéere C? pour les intégrales & parameétres.
(H1) A t > 0 fixé, la fonction f(-,t) est de classe C? sur ]0, +oo[ et, pour tout (z,t) € [0, +00[ x ]0, +00] :

of cos(t) —1 _,, 0% f _
=4 =\ = =4 — (1 — zt
B (z,t) ; e et 52 (x,t) = (1 —cos(t)) e
3 . . of 0% f .
(H2) A z > 0 fixé, les fonctions f(z, - ), %(z, ) et @(x, - ) sont continues sur |0, +oo].
(H3) Soit z > 0 fixé. En Q1, nous avons démontré que la fonction f(x, -) est intégrable sur ]0, +o0[. Comme :
1 t)—1
ai(x’t) — &eﬂrt = o(l)e® —0
ox t—0 t t—0 t—0
. of o .y
la fonction a—(x, - ) est prolongeable par continuité en 0, donc intégrable en 0. De plus :
2
af _ —xt
%(1'7 t) tg)ioo o (6 )

et la fonction ¢t — e~ est intégrable en +oo (x > 0). D’aprés le théoréeme de comparaison pour les

0]
fonctions intégrables, la fonction 8—f(x, - ) est intégrable en +oo.
x

(H4") Soient a,b des réels tels que 0 < a < b. Pour tout (z,t) € [a,b]x |0, +00] :

O (.8 = L @ty < 2677t < 260 = e indépendant d
@(m, )| = @(x, )< 2e7 < 2e7 = (1) [indépendant de z]
La fonction v est continue et intégrable sur |0, +oo[ (a > 0).

2

Le critére s’applique. Pour tout = €10, +o0[, la fonction W(z, - ) est intégrable sur ]0,4oo| et :
x

+oo
la fonction F est de classe C? sur |0, +oo[ avec, pour tout > 0, F"'(z) = / (1 — cos(t)) e™"" dt.
0

Fixons un réel x > 0. Soit un réel A > 0.

A (i—z)A _ ,
/ o)t q¢ — € - L 1 [car ‘e(l_“’)A‘ =e etz > 0}
0

1 —x z—+oo T — 1

A
: 1
Nous en déduisons que I'intégrale / e(=t 4t converge et vaut ——. L’intégrale :
0 x—1i
+oo Hoo
/ cos(t) e ™" dt = Re </ eli—o)t dt)
0 0
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1 x s
est donc convergente et vaut Re ( ) =Za1 D’autre part, l'intégrale / e~ "t dt converge et vaut
x—1 7 0

1 P
—. Nous en déduisons que :
x

1 a8
tout x > 0, F'(z) = — — .
pour tout x (x) pol

dt.

+oo ;
sin (¢
4. En déduire la valeur de F(0), puis celle de I'intégrale convergente / mnt( )
0

e D’apres la question précédente, il existe une constante réelle k; telle que :
1
V>0 F'(z)=In(z)— 3 In (z* 4+ 1) + ki

Soit & > 0. Les fonctions u: t — t et v: ¢ — In (t2 + 1) sont de classe C* sur le segment [0, z]. Par
intégrations par parties :

ap T 42 _
/ In (> +1) dt = [t 1n(t2+1)]§—2/ t1++71t21 dt = z In (z* + 1) + 2arctan(z) — 2
0 0

La fonction z — x In (x2 + 1) +2arctan(z)—2 x est donc une primitive de la fonction x — In (332 + 1)
(théoreme fondamental de I'analyse).
Nous en déduisons qu’il existe une constante réelle ky telle que, pour tout = > 0 :

1
F(z) = xln(x)f:c—ﬁ(a:ln(12+1)+2arctan(z)72x)+k1:v+k2

x
= z(In|——— ) + k1| —arctan(z) + k
( (a:2+1) 1) (=) k.

Comme :

g 1 1 1 1
n({——)=2ln| ——=|=—=2In|{l+— ~
! n( $2+1> ‘ n<\/1+1/x2> 2" n( +x2> z—to0 2 w00 0
nous déduisons de Q2 que k1 =0 et ky = g Ainsi :

T

Vo >0 Flx)=zIn| ——
O

T
) — arctan(x) + 5

Comme :

1
s —— ) =2 In(z) + « In 0 [croissances comparées]
x?+1 x24+1/) z—0%

la continuité de F en 0 & droite (cf. Q1) nous livre :

+oo 1—
FO)= [ Loooslt) gy 7
0

1
e Les fonctions u: ¢t —> 1 — cos(t) et v: t — o sont de classe C! sur ]0, +oc[. De plus :

t)—1 1 t)—1
u(t)u(t) = cos(t) -1 _ l4o(t)—-1 _ 0(1) — 0
t t—0 t t—0 t—0
et : 9
0< Jul®)v(t)| < = ——0
t t—+o
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o0 1 — cos(t)

donc [uv]§> est bien défini et vaut 0. La convergence de I'intégrale / 2 dt et le théoreme

0
P . . L 0 sin(t)
d’intégration par parties nous livre la convergence de l'intégrale / — dt et :
0

Hoo g +oo s +oo s
F(0) := / 7;? 5O 4 = uolt™ + / Smt(t) dt = / —bmt(t) dt
0 0 0

Ainsi :

2. Rayon de convergence et somme d’une série entiere

(=1)*t 2nt1
(2n—1)(2n+1)

5. Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme de la série entiere E
n=0

e Soit r > 0. Par croissances comparées :

‘ (_1)n+1 2n+1
(2n—1)(2n+1)

0 sir<l1
n—s—+o0 +o0o sir>1
(=1
2n—1)(2n+1

La suite < ) r2”+1) est donc bornée si et seulement si r < 1. Ainsi :
neN

_1)n+1 -
! ;(Q”(l))(2n+1)x | =sup((0,1]) =1

e La fonction :

-1, — R
—+o0
S (_1)ﬂ+1 2n+1
v ;::O(Qn—l)@rw—l)x

est de classe C* et ses dérivées itérées sont obtenues en dérivant terme a terme la série. Ainsi, pour
tout z €] — 1,17 :

) — SxED™ = EDM o =DM
n=0 n=1 n=0

Soit x €] —1,1[ Les fonctions u: t — t2/2 et v: t — arctan(t) sont de classe C* sur le segment [0, z]
ou [0, z]. Par intégrations par parties :

/Oac t arctan(t) dt = [ > 5 — — (z — arctan(z))

t? arctan(t)]* 1 /I t24+1-1 b 22 arctan(z) 1
0 0o 1+t B 2 2
La fonction :

1
T3 (z° + 1) arctan(z) — g

est donc une primitive de la fonction  — x arctan(z) (théoréme fondamental de I’analyse).
Nous en déduisons qu’il existe une constante réelle k telle que, pour tout = €] — 1,1] :

S(z) = % (z° + 1) arctan(z) + g +k

En comparant les valeurs en 0, il vient & = 0. Ainsi :

Vee]—-1,1] S(x) =< (2 +1) arctan(x)—#%

1
2
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3. Résolution d’une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2

On considere les équations différentielles :

(€)
(EH)

(t2+1) ' -2z = t

(t*+1) 2" -2z = 0

6. Déterminer toutes les fonctions solutions de (£H), qui sont développables en séries entiéres au voisinage de 0.
Pour chacune d’entre elles, on précisera le rayon de convergence de la série entiere sous-jacente et on donnera une
expression des valeurs a l'aide de fonctions usuelles.

est solution de (EH) sur | —

Vte]—R,R|

n=0

équivalente & :

Zan (n—1) t”+2an+2 (n+2)(n+1)¢

Nous raisonnons par analyse et synthese.

e Analyse. Soit Z a, t" une série entiere de rayon de convergence R > 0.

]_R7R[
f t

R

+oo
— E ant"
n=0

—

est de classe C*™ et ses dérivées itérées sont obtenues en dérivant terme a terme la série. La fonction f
R, R si et seulement si :

+oo
Vte]-R,R (£ +1) Zan (n—1)t"2=2) apt" =0
n=0
i.e. si et seulement si :
+oo “+o0

n=0

VneN apn(n—1)+apt2(n+2)(n+1)—2a, =0
i.e.a: ) ( \( )
n“—n-—2 n—2)(n+1 n—2
VneN Upio = ———————— Ay = Ay = —
2T T+ D(n+2) (n+1)(n+2) nt2”
Donc :
a9 = Qg
Yn>2 as,=0
En calculant :
e Y g @@ 36 a o Ta_ &
P T 1x3 5T 5 ™ T T3x5 T T T X7 T 79 T 7x9
on conjecture que :
(—1)n+!
VneN a2p4+1 =

@n-DEn+1)

On démontre cette conjecture au moyen d’un raisonnement par récurrence (omis).

"2 Zant"*

Par unicité des coefficients d’une série entiere de rayon de convergence non nul, cette assertion est

Synthese. Fixons deux réels ag,a; et posons :

— pour tout n = 2, as, :=0, et az :=ag;

( 1)n+1
@n-DEn+1) M

R (Z n gcn) { +1>o

Les calculs effectués dans I'analyse et Q5 nous livrent que la fonction :

— pour tout n

D’apres Q5 :

2 07 a2n+1 =

sia; #0

sinon

|-11 — R

1
t — Z anz" =ao (P +1) +a (2 (t* +1) arctan(t) +

est solution de (EH) sur | —1,1].
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7. En déduire ensemble solution de (EH) sur R.
e Soient x1, s les fonctions définies par :
R — R = =
X 2 et X9 1 2 t
t — 241 t — §(t +1)arctan(t)+§
Ces deux fonctions sont de classe C? sur R et, d’apres Q6, elles sont solutions de (€M) sur | — 1, 1][.

Cependant, rien n’assure a priori qu’elles soient solutions de (EH) sur R.
e On vérifie sans peine que la fonction z; est solution de (EH) sur R. On calcule, pour tout ¢t € R :

xh(t) =1+t arctan(t) et  x5(t)

5 + arctan(t)

1t
On constate que z2 est également solution de (EH) sur R.
e Comme, pour tout t € R, t? + 1 # 0, 'équation différentielle (EH) est équivalente sur R & :

2
"
T

o [EDLS2 homogéne normalisée]

2
Les fonctions ag: t — 2r1 et ay: t —> 0 étant continues sur U'intervalle R, le théoréeme de Cauchy
linéaire nous apprend que Sol(€H, R) est un sous-espace vectoriel de dimension 2 de C*(R,R).

e Pour tout t € R :

W (z1,z2)(t) :=

/2(??) ’ _
5(t)

8
=~
=
S~—

8

1 t
t24+1 5 (t* 4+ 1) arctan(t) + 5
2t 1+ ¢ arctan(t)

Comme W (z1,22)(0) = 1 # 0, la famille (z1,22) est libre. Elle forme donc une base de Sol(EH,R).
Ainsi :

Sol(EH,R) = Vect (z1,z2)

R — R
N { t — Kk (t2+1)+k2 ((t2+1) arctan(t)+t) : (kl’kQ)GRQ}

8. Déterminer I’ensemble solution de (£) sur R.

Comme, pour tout t € R, t2 + 1 # 0, I'équation différentielle (£) est équivalente sur R 4 :

2 t
"n_ rop] 78 9 71 [EDLS2 normalisée dont les coefficients et second membre sont continus sur R]

Nous remarquons que la fonction :

R — R

xpart t
t — —=

2

est solution de 1’équation (£) sur R. Nous savons alors que :

Sol(§,R) = xpars + Vect (z1,22)

g

R — R
t — Kk (t2 + 1) + ko ((t2 + 1) arctan(t) + t) =

: (k‘l,kg) S RZ}

N |
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