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1. Calcul de l’intégrale de Dirichlet à l’aide d’une intégrale à paramètre

Soit F la fonction définie par :
F : x 7−→

∫ +∞

0

1 − cos(t)
t2 e−xt dt

1. Démontrer que la fonction F est bien définie et continue sur [0, +∞[ .
2. Étudier la limite éventuelle de la fonction F en +∞.
3. Démontrer que la fonction F est de classe C2 sur ]0, +∞[ et calculer F ′′(x), pour tout x > 0.

4. En déduire la valeur de F (0), puis celle de l’intégrale convergente
∫ +∞

0

sin(t)
t

dt.

2. Rayon de convergence et somme d’une série entière

5. Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme de la série entière
∑
n⩾0

(−1)n+1

(2n − 1) (2n + 1) x2n+1.

3. Résolution d’une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2

On considère les équations différentielles :

(E)
(
t2 + 1

)
x′′ − 2 x = t

(EH)
(
t2 + 1

)
x′′ − 2 x = 0

6. Déterminer toutes les fonctions solutions de (EH), qui sont développables en séries entières au voisinage
de 0. Pour chacune d’entre elles, on précisera le rayon de convergence de la série entière sous-jacente et
on donnera une expression des valeurs à l’aide de fonctions usuelles.

7. En déduire l’ensemble solution de (EH) sur R.
8. Déterminer l’ensemble solution de (E) sur R.
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