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Notation. — Dans tout le document, la lettre K désigne le corps R ou C et X est un ensemble non vide.

1. Convergence simple d’une suite de fonctions

Définition 1. — Soient une suite de fonctions (fn),en € F(X, K)N et une fonction f € F(X,K). On dit que la suite

. . . CS .
de fonctions (fn),cn converge simplement vers la fonction f sur X, ce que l'on note f, —+> f, si
n—rr—+00

Ve e X fo(x) — flx) [convergence de la suite numérique (f,(z)),cn vers f(z)]
n—r-+0oo
i.e. St
VeeX Ve>0 IN,.eN Vn>=2N,. |fulz)—f(z)|<e
Ezemple 2. — Pour tout n € N, soit f, la fonction définie par
f 0,1] — R
" A S
Alors (fn),cn converge simplement vers la fonction f sur [0,1], ot f est la fonction définie par
0,1 — R
f 0 si0o<z<1
A .
1 siz=1
Y ) Y Y
1 Cy 1 Cy 1 o 1 Cy
Cr Crs Chuo Crso
r x x 2
0 1 0 1 0 1 0 1
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Dans I'exemple 2
lim lim f,(x) # lim lim f,(z)

@ n—+oo r—1 z—1 n—+oo
La seule convergence simple ne permet donc pas d’échanger les symboles 1irJIrl et lim1 , en supposant que les
n——+0o0o xr—r
différentes limites existent.
Ezxercice 8. — Gaussienne glissante Pour tout n € N, soit f,, la fonction définie par
R — R
fn —(z—n)?

T — e

Démontrer que la suite de fonctions (fy), cpn converge simplement vers la fonction nulle sur R.

l,
0.8 | 0.8
0.6 0.6
Cfs wa
0.4 1 0.4
0.2 0.2
‘Cf ‘ ‘ ‘ Cy Cy
—20 10 10 20 -20  —10 10 20 50 10 0 20

1 1
Ezercice 4. — Pour tout n € N*| soit f,, la fonction définie sur [0, 1] par f,,(0) =0, f, o= In () =0, fn(1)=0
n n
1 11 1
et f, est affine sur chacun des segments [0, — |, |—,—|, [—,1].
2n 2n'n n
1. Représenter graphiquement les fonctions fi, fa, f3, f4.

2. Démontrer que la suite de fonctions (f,),cn converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1].

3. Etudier le comportement asymptotique de la suite de terme général / fa(t) dt
0

Dans l'exercice 4

1
[ noa £ [ s

; n—-+o0o

1
La seule convergence simple ne permet donc pas d’échanger les symboles lirf et / , en supposant que les
n—-+0oo
0

différentes intégrales et limites existent.

2. Convergence uniforme d’une suite de fonctions

Définition 5. — Soient une suite de fonctions (fn),en € F(X, K)N et une fonction f € F(X,K). On dit que la suite

de fonctions (fn),cn converge uniformément vers la fonction f sur X, ce que l'on note f, C—ljr> f, si
n—-—+0oo

Ve>0 IN.eN Vn>=N. VzeX |folz)—flx)<e

Remarque 6. — Soient une suite de fonctions (f,),cn € F(X, K)N et une fonction f € F(X,K). Alors

fo— 5 f = V2eX Ve>0 IN,.eN Vn>Ny. |fule)—fla)<e

n——4oo

fn—>f < Ve>0 IN.eN Vn>=2N, VeeX |folx)—f(z)<e

n—> 00

Dans la définition de la convergence uniforme, le rang N, peut étre choisi le méme pour tous les éléments = de X, d’ou
la terminologie « uniforme ».
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Proposition 7. — Soient une suite de fonctions (fn),en € F(X,K)N et une fonction f € F(X,K). Alors

fo——f = fo—f
n—>-4o0o n—->-+o0o

La convergence simple n’implique par la convergence uniforme. Par exemple

[0,1] — R

01] — R SEHEN {o si0<z<1
€T —

x — oz n—s—+o0

fn

1 siz=1

Cependant, la suite (f,), cn De converge pas uniformément vers la fonction f sur [0, 1], sinon

INEN Vn>N Vaelol] |fn(x)—f(x)|<%

1 1 1
fn<1_n+1)_f(1_n+l)‘<10

1 \" 1
Vn>N (1- <—
" ( n—|—l> 10

ce qui implique

VYn>N

ie.

1 1
En faisant tendre n vers 400, il vient alors — < 10" Contradiction.
e

Remarque 8. — Soit (f1),en € F (X, K)N une suite de fonctions qui converge uniformément vers une fonction
f e F(X,K). Alors
AN eN Vn>2 N, VeeX |falz)—f(z)<1

la fonction f, — f est bornée

Nous en déduisons que les fonctions f,, — f sont bornées a partir d’un certain rang.

3. Convergence uniforme dans le cas ou les fonctions sont bornées

Rappel. — L’ensemble
B(X,K):={f € F(X,K) : f est bornée sur X}

est un sous-espace vectoriel de F(X, K) et 'application

B(X,K) — R,
= e =suwpd{lf()] : ze X}

I Moo

est une norme sur B(X, K).

Ezemple 9. — X =1[0,1], f € B([0,1],R) et r > 0, alors, pour tout g € B([0,1],R)

geB(fir) = [If-gllo<r
— Vael01], |f(z)-gx
= Veel01], flz)-r<gl@)<flz)+r
=

f-r<g<f+r

N
<

Les fonctions g dans la boule fermée B(f,r) sont donc celles qui ont leur courbe représentative dans le « tube » ci-dessous.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

Proposition 10. — Soient une suite de fonctions (fn),en € F(X,K)N et une fonction f € F(X,K) telles que, pour
tout n € N, la fonction f, — f est bornée sur X. Alors
o b= el 7
" n—> 400 " * n—+oo
Ezercice 11. — Pour tout n € N*, soit f, la fonction définie par
R — R
1
I xr +— — cos(x)
n

Démontrer que la suite de fonctions (fy), - converge uniformément vers la fonction nulle sur R.

Ezxercice 12. — Pour tout n € N, soit f,, la fonction définie par
0 L — R
fn "2
T — "

1
Démontrer que la suite de fonctions (fy), o converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, 2} .

Ezercice 13. — Pour tout n € N*, soit f, la fonction définie par
Rt — R
T\
fn N (l_ﬁ) sio<z<n
0 siz>n

Démontrer que la suite de fonctions (fy), o+ converge uniformément vers la fonction

fR+—>R
r > e ¥

Nous avons vu que la convergence simple ne permettait pas (seule) de préserver la continuité ou « d’échanger
limite et intégrale sur un segment ». La convergence uniforme corrige ces deux défauts. Nous démontrerons plus
tard que, si a et b des réels tels que a < b, si (fn),en € CO[a,b], K)N et f € F([a,b],K) sont tels que

CuU
fn

—
O n—+o00

alors

f

1. la fonction f est continue sur le segment [a, b]

2. /abfn(t) dtm/abf(t) dt
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4. Un critére séquentiel de non-convergence uniforme

Proposition 14. Soient une suite de fonctions (fy),cn € F(X,K)N et une fonction f € F(X,K). S’il existe une
suite (xn)nen d’éléments de X telle que

la suite numérique (fn(xn) — f(2n))neNn ne converge pas vers Ox

alors la suite (fn),cn ne converge pas uniformément vers la fonction f sur X.

Démonstration. Nous raisonnons par contraposée. Supposons donc que la suite de fonctions (f,),cn converge uniformé-
ment sur X et considérons une suite (2, )pen € X N Nous allons établir que

fo(@n) — f(2n) m Ok

Soit € > 0. D’apres 'hypothese de convergence uniforme, il existe N, € N tel que
Vn>N. VeeX |[fu(z)— f(2)[<e

Nous en déduisons que
Vn>= N |fa(zn) — flzn)] <e [les ,, appartiennent & X]|

Nous avons établi que
Ve>0 IN.eN Vn>=N. |(fulzn)— f(zn) -0k |<e

n—-+oo
FEzxzemple 15. — Dans 'exercice 3, nous avons établi que la suite de fonctions

T — e @)’

(s

converge simplement vers la fonction nulle sur R, que nous notons f. Comme

R — R >
neN

e pour tout n € N, n e R

o fu(n) = f(n) =1/——0

n—-+o0o

nous pouvons appliquer la proposition 14 pour obtenir que la suite de fonctions (f,,)nen ne converge pas uniformément
vers la fonction nulle f sur R.

5. Passage du local pour la convergence simple, mais pas pour la convergence uniforme

Soient A une partie de R, (fu),en € FAK)N et f € F(A,K). Comme la convergence simple est une
convergence point de A par point de A

@ (V [a,b] C A faap C—i> fila b}> = fa c—i> f [passage du local au global pour la CS]
7 n—4o00 ’ n—-+4oo

En revanche, la convergence uniforme de la suite de fonctions (fy), cn vers la fonction f sur chaque segment
[a, b] inclus dans A n’implique pas nécessairement la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,),, cp vers
la fonction f sur A, comme 'illustre les deux exercices suivants.

Ezercice 16. — Considérons
! 0,1] — R
x — 0
et, pour tout n € N, la fonction f,, définie par
f [0,1] — R
" x> a"
1. Démontrer que, pour tout segment [a,b] C [0, 1], fn)(4,4) C}: ila,b)-
1 n—+4oo ’

2. Démontrer que la suite de fonctions (f,), .n ne converge pas uniformément vers la fonction f sur [0, 1].
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FEzercice 17. — Considérons, pour tout n € N, la fonction f,, définie par
10, +o0] — R
fn nx
T —>  COS
n+1

1. Démontrer que la suite de fonctions (f,), cn converge simplement sur ]0, +o0o[. On notera f € F(]0,+oo[, R) cette
limite simple.
cu
n—-+oo

3. Démontrer que la suite de fonctions (f,),cn ne converge pas uniformément vers la fonction f sur |0, +oo.

2. Démontrer que, pour tout segment [a,b] C]0,+00[, fujq fila.b)-

6. Synthése sur la convergence d’une suite de fonctions définies sur une partie de R

Soient A une partie de R, une suite de fonctions (fn),cn € F (A4, K)N et une fonction f € F(A,K).

Définition 18. — On dit que la suite de fonctions (fn),cn converge uniformément vers f sur tout segment de A, ce
que l’on note f, ECLLINN f, si
n—-4+oo
Va0 C A fujjay o ey

Les résultats obtenus sont rassemblés dans le diagramme suivant.
cuU CUK
.fn n—+o0o f fn n—-+4o0o f
Q
-
Cs
fo ——f
n—-+00
Aucune des implications réciproques du diagramme ci-dessus n’est vraie.

7. La convergence simple n’est pas associée a une norme (HP)

7.1. Topologie sur un ensemble

Définition 19. — Une topologie sur un ensemble X est la donnée d’un ensemble O de parties de X, appelées ouverts,
vérifiant les trois ariomes suivants.

(T1) Les ensembles X et & sont ouverts.
XeO0 e €0

(T2) Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

p
VpeN* V(Uy,....,U,) €O" (\Ur€O
k=1

(T3) Une union quelconque d’ouverts est un ouvert.

V(U)iere 0" |JU;€0

iel
Ezemple 20. — Si X est un ensemble, alors {X, @} est une topologie sur X, appelée topologie grossiére.
Ezemple 21. — Si X est un ensemble, alors P(X) est une topologie sur X, appelée topologie discrete.
Ezemple 22. — Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé. On rappelle qu’une partie U de E est dite ouverte si :

VeeU 3dr, >0 B(x,r,) CU

L’ensemble O des parties ouvertes de E définit une topologie sur F, i.e. vérifie les axiomes T1, T2 et T3.
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7.2. Topologie engendrée par une famille de parties d’un ensemble

Proposition 23. — Soient X un ensemble et A un ensemble de parties de X. Nous définissons l’ensemble
n
B = ﬂ Aj - neN” et (A,...,4,) A" [ensemble des intersections finies d’éléments de Al
j=1

et l’ensemble

T = {C €P(X) : I(Byicr €B, C = U Bl} [ensemble des réunions quelconques d’éléments de B .
el
1. L’ensemble T U {@, X} est une topologie sur X qui contient A, i.e. dont tous les éléments de A sont ouverts.

2. Parmi toutes les topologies de X contenant A, T U {@, X} est la plus petite (au sens de l’inclusion). On lappelle
topologie engendrée par A.

3. Un ouvert de la topologie engendrée par A est donc @ ou X ou une réunion quelconque d’intersections finies
d’éléments de A.

Démonstration.
o L’ensemble T U {@, X} vérifie ’aziome (T1). Clair.
o L’ensemble T U {@, X} vérifie axiome (T2). Soit Uy,...,U, un nombre fini d’éléments de 7 U {@, X}. Nous

démontrons que ﬂ Up,eT U {2, X}
k=1

(i) S'il existe ko € [1,n] tel que Uy, = @, alors ﬂ Up=0eT U {2, X}

k=1
(if) S’il existe kg € [1,n] tel que Uy, = X, alors ﬂ Uy = m Uy.
k=1 ke[1,n]\{ko}

(iii) D’apres (i) et (ii), nous pouvons supposer que, pour tout k € [1,n], Uy € T. Ainsi

Vk € [[].,TL]], 3 (Bk1ik)ikelk S Blk, Uk = U Bk,ik'

ik €1k
Alors
n n n
As-N(Uma)- U (o)
k=1 k=1 i €1 (il,...,in)ellx...xln k=1
n
Comme B est stable par intersection finie et 7 est stable par réunion quelconque, il vient ﬂ Uy, eT.
k=1

o L’ensemble T U {@, X} vérifie Uaxiome (T3). Soit (U;);cr une famille d’éléments de 7 U {&, X }. Nous démontrons
que UUi eT U{z, X}
iel

(iv) Sl existe ig € I tel que U;, = X, alors U Ui=XeTU{a X}

il
(v) Sl existe ig € I tel que U;, = @, alors U U; = U U;.
iel i€\ {io}

(vi) D’apres (iv) et (v), nous pouvons supposer que, pour tout ¢ € I, U; € T. Ainsi

Viel, 3(Bij) eBt, U= U Bi j,-

ji€J;

Ji€Ji
Alors

Jvi=U | U B,

iel iel \ji€Ji

Comme 7T est stable par réunion quelconque, il vient U U, eT.
iel
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o Caractére minimal de la topologie T U {@, X }. Tout élément de A est élément de B donc, a fortiori, appartient &
T U {@, X}. La topologie T U {@, X} contient donc .A.
Soit O une topologie qui contient A. Nous démontrons que 7 U {&, X} C O.
D’aprés (T1), X et @ appartiennent & O.
D’apres (T2), B C O. Alors, d’apres (T3), T C O.
O

Remarque 24. — Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé tel que E # {0g}. La topologie O associée, définie dans
I’exemple 22, est la topologie engendrée par :

{B(z,r) : (z,7) € E x Rso}

i.e. la plus petite topologie contenant toutes les boules ouvertes. Un ouvert de O est une union quelconque d’intersections
finies de boules ouvertes (E et & peuvent s’écrire ainsi).

7.3. Convergence d’une suite pour une topologie

Définition 25. — Soient X un ensemble muni d’une topologie O, (z,)nen une suite d’éléments de X et £ € X. On dit

. . o .
que la suite (z,)nen converge vers £ pour la topologie O, et on note —+> l, si
n—-+0oo

YyUeO ({(eU = 3dINeN Vn=N x,€l)

Ezemple 26. — Si X est un ensemble muni de la topologie grossiere, alors toute suite d’éléments de X converge vers tout
point de X.
Ezemple 27. — Si X est un ensemble muni de la topologie discréte, alors une suite d’éléments de X converge si et

seulement si elle est stationnaire.
7.4. Convergence d’une suite pour une topologie engendrée par une famille de parties d’un ensemble

Proposition 28. — Soient X un ensemble, A un ensemble de parties de X, O la topologie engendrée par A, (Tn)neN
une suite d’éléments de X et £ € X. Alors

Tl > YUeA ((eU = 3INeN V¥n>N wz,€l)
n—-+0o0
Démonstration.

o Implication directe. Elle est claire car la topologie O engendrée par A contient A.

e Implication réciproque. Supposons

x) VYUeA ({teU = 3INeN VYn>N =z,el).

Soit V € O tel que £ € V. D’apres la proposition 23, V = X ou V est une réunion quelconque d’intersections finies
d’éléments de A. Nous démontrons
ANeN Vn>N z,€V

Si V =X, alors N = 0 convient. Nous supposons désormais que V s’écrit

Pi
v={ | M4

iel \j=1
ol, pour tout i € I, p; € N* et, pour tout j € [1,p;], 4;; € A. Comme £ € V

Pig
digel (e mAio,j'

j=1

D’apres (x)
Vje[[l’pioﬂ EN]'EN vn}Nj JJHEA%J'.

En posant N :=max{N; : j € [1,p;, ]}, il vient :

Pig
Yn>N ux,¢€ mAiC):j'
Jj=1
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O

Ezemple 29. — Soit E est un espace vectoriel normé et O est la topologie associée & une norme || - || sur E, qui est
engendrée par toutes les boules ouvertes. Alors on vérifie que, pour tout (z,)nen € EN, pour tout £ € F

o -1l
T, ——l <— x,—/

n—-+4+oo n—-+o0o

PRI N PR (Ve>0 INeN Vn>N ||z, L] <¢)

7.5. Partie dense pour une topologie

Définition 30. — Soient X un ensemble muni d’une topologie O et D une partie de X. L’ensemble D est dense dans
X pour la topologie O si

YUeO\{o} UND#w
7.6. Partie séquentiellement dense pour une topologie

Définition 31. — Soient X un ensemble muni d’une topologie O et S une partie de X . L’ensemble S est séquentiellement
dense dans X pour la topologie O si :

o
VeeX 3I(sp)neN € SN s, ——— .
n—-—4o0o

7.7. La séquentielle densité implique la densité

Proposition 32. — Soient X un ensemble muni d’une topologie O et S une partie de X. Si S est séquentiellement
dense dans X pour la topologie O, alors S est dense dans X pour la topologie O.

Démonstration. Supposons S séquentiellement dense dans X pour la topologie O.
Soit U € O\ {@}. Nous démontrons U N S # @.

Comme U est non vide, il existe z € U.

Par hypothese sur 9, il existe (s, )nen € S™ telle que s, % x.
n——+0oo

Comme U est un ouvert de O contenant x :

INeN Vn>2N s,eU.

En particulier, sy € U et donc U NS # @.

7.8. Séquentielle densité versus densité dans un K-espace vectoriel normé

Proposition 33. — Soient (E,|| - ||) un espace vectoriel normé, O la topologie associée sur E et D une partie de E.
Alors D est séquentiellement dense dans E pour la topologie O si et seulement si D est dense dans E pour la topologie

0.

Démonstration.

o Implication directe. Elle a déja été établie (proposition 32).

o Implication réciproque. Supposons que la partie D est dense dans E pour la topologie O.
Fixons un vecteur = de E. Nous démontrons qu’il existe (d,,)nen+ € DN telle que d,, ﬁ x.
Soit n € N*. La boule ouverte B (x,1/n) est un ouvert non vide de la topologie O. Par hypothese sur D, il existe
donc d,, € B(x,1/n) N D.
Nous disposons ainsi d'une suite (d,,)nen+ € DN telle que, pour tout n € N*, || d,, — x|| < 1/n.
Par théoréme d’encadrement, la suite (d,,),en+ converge vers x pour la norme || - ||, donc pour la topologie O
associée.

O
7.9. Critére pour qu’une topologie ne provienne pas d’une norme

Remarque 34. — D’apres la proposition précédente, si E est un espace vectoriel muni d’une topologie O possédant une
partie dense, mais non-séquentiellement dense, alors la topologie O n’est associée a aucune norme.
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7.10. Topologie de la convergence simple

Définition 35. — Pour tout (z,z,e) € X x K X Rsq, on note V(z,z,¢€) lensemble des fonctions de X dans K dont la
valeur en x est éloignée de z d’au plus €, i.e.

V(z,z,e):={g9 € F(X,K) : |g(z) — 2| <e} C F(X,K)
et on note T la topologie sur F(X,K) engendrée par :
{V(z,z,e) : (z,2,6) € X x KxRxo}.

Proposition 36. — Soient (f,)nen € F(X,K)N et f € F(X,K). Alors :

(O] T
fn ? f — fn ? f
n—-+oo n——+4oo

ot T est la topologie sur F(X,K) définie en 35.

Démonstration.
o Implication directe. Supposons que f, SN f. Nous démontrons que f, N f. Comme la topologie 7 est
n—-+oo n—-+o0o

engendrée par
{V(z,z,e) :={g e F(X,K) : |g(a) —z|<e} : (z,2,6) € X x K x Rsq}

la proposition 28 nous livre qu’il suffit de prouver que :
V(z,z,e) € X xKxRsg, (feV(r,z,e) = INeN VnxN f,eV(zxze).
Soit (z,z,e) € X x K x Rsg tel que f € V(z,z,¢), i.e.:
[f(x) —z] <e.

Cs - . .
Comme f, P £, fn(x) P (x). Puisque € — |f(z) — 2| > 0 :

INeN VnzN |fu(z)— flz)] <e—|[f(z)— 2.
Soit n > N. Nous observons que :
|fo(@) = 2] = |fu(@) — f(2) + f(2) = 2] < |ful@) = f@)[+ |f(x) 2| <e = |f(z) — 2|+ [f(z) — 2| =€
ce qui implique que f, € V(z, z,¢€).

o Implication réciproque. Supposons que f, N f. Nous démontrons que f, SN f-
n——+oo n—-+4oo

Soit © € X. Fixons € > 0. Comme :
Viz, f(z),e) :=={g € F(X,K) : [g(z) — f(2)] <&}
est un ouvert de la topologie O qui contient f :
dANeN Vn>N f, eV, f(x)e).
Par définition de V(z, f(z), ), nous en déduisons que :

Vnz=N, |[fu(z) - flz)] <e

O
7.11. La topologie de la convergence simple ne provient pas d’une norme
Définition 37. — Le support d’une fonction f € F(X,K) est défini par :
supp(f) :={x € X : f(z) #0} C X.
Proposition 38. — Supposons que X est un ensemble infini non-dénombrable, e.g. X est un intervalle d’intérieur non

vide de R. Alors l’ensemble :
D:={f e F(X,K) : supp(f) est fini} C F(X,K)

est dense pour la topologie T, mais non séquentiellement dense pour la topologie T .

Démonstration.
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o L’ensemble D est dense pour la topologie T . Soit U un ouvert non vide de la topologie 7. D’apres la proposition
23, U = F(X,K) ou U est une réunion quelconque d’intersections finies d’éléments

{V(z,z,e) :={9 € F(X,K) : |g(x) —z| <e} : (x,2,6) € X x KX Rx¢}

Nous démontrons que U N D # &
SiU=F(X,K)alorsU N D=D#@.
Sinon, U s’écrit :

pi
U={J |V @i zjei5)
iel \j=1
ol, pour tout i € I, p; € N* et, pour tout j € [1, p;], (s, 2i5,€i5) € X x K x Rsg.

Fixons ig € I. Alors la fonction :
X — K

DPig

! z Zzio,j ’ ]15177‘,0,]' (I)
j=1

Pig
appartient a ﬂ V (@ig,55 Zio,js €io,j) €6 & un support fini puisque :
j=1
Supp(f) C {xio,j D J€ [[Lpio]]} .
Ainsi :
Pi
fe U ﬂ V(xi,j,zi7j,5i7j) N D.
iel \j=1
o L’ensemble D n’est pas séquentiellement dense pour la topologie T . Nous raisonnons par ’absurde et supposons que

D est séquentiellement dense pour la topologie 7. Si f est la fonction :

X — K
r — 1

f

il existe donc une suite (f,)nen € DN telle que f, T f, i.e., d’apres la proposition 36, telle que f, %, f-
n—-+4oo n——+oo

L’ensemble :

E:= | supp(fn)

neN

est fini ou dénombrable comme réunion dénombrable d’ensemble finis. Comme X est infini non-dénombrable, E est
une partie stricte de X. Il existe donc xp € X \ E. Ce point z¢ de X vérifie :

YneN fu(xzg)=0

et donc :
fn(zo) % 0#1= f(xo) [contradiction] .
n——+00
0
8. Convergence simple d’une série de fonctions
Définition 39. — Soit (fn),cn € F(X,K)N. Posons pour tout n € N

X — K
Sn=2 e s Y Rl
k=0

On dit que la série de fonctions Z [n converge simplement sur X si la suite de fonctions (Sp),cn converge simplement
sur X, i.e st

pour tout x € X, la série numérique Z fn(x) converge.
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Dans ce cas, nous définissons la somme de la série de fonctions E fn par

+oo X — C
+o0 .o . . .
Z In o s Z Ful2) [lzmzte simple de la suite de fonctions (Sn)nEN]
n=0
n=0
Ezercice 40. — Pour tout n € N*, nous définissons la fonction f,, par
R — C
.fn ein@
9 — —
n

Démontrer que la série de fonctions g fn converge simplement sur R.

Ezercice 41. — Pour tout n € N*, nous définissons la fonction f,, par

]-1,1] — R

n

z — na”
—+oo
Démontrer que la série de fonctions Z fn converge simplement sur | — 1, 1] et reconnaitre la fonction Z I
n=0
Exercice /2. — Pour tout n € N*, nous définissons la fonction f,, par
1-1,1] — R
fn (71)n+1 xn
x e ——
n
+oo
Démontrer que la série de fonctions Z fn converge simplement sur | — 1, 1] et reconnaitre la fonction Z -
n=1

9. Convergence uniforme d’une série de fonctions

Définition 43. — Soit (fn),cn € F(X,K)N. Posons pour tout n € N

X — K
Su=d fi |l s s Y )
k=0

On dit que la série de fonctions E [n converge uniformément sur X, si la suite de fonctions (Sy),cn converge unifor-
mément sur X.

Proposition 44. — 5oit (fn),cn € F(X,K)N. Si la série de fonctions Z fn converge uniformément sur X alors elle
converge simplement sur X.

10. CU d’une série de fonctions versus CU de la suite des restes vers la fonction nulle

Proposition 45. — Soit (f,),cn € F(X,K)N telle que la série de fonctions Z fn converge simplement sur X. La
n=0
série converge uniformément sur X si et seulement si

oo X — K

Z f +oo CcU 0 X — K
" T Z fn(x) n——+oo F(X.K) €T — 0

k=n+1 k=n-+1
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Ezercice 46. — Pour tout n € N*, nous définissons la fonction f,, par
R — C
fn 6in9
0 2
n

Démontrer que la série de fonctions E fn converge uniformément sur R.

Exercice /7. — Pour tout n € N*, nous définissons la fonction f, par

]-1,1] — R

x — na"

1. Démontrer que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur tout segment de | — 1, 1][.

2. Démontrer que la série de fonctions Z fn ne converge pas uniformément sur | — 1, 1][.

Ezercice 48. — Pour tout n € N*, nous définissons la fonction f,, par
|-1,1] — R
fn (_1)n+1 "
x —_
n
1. Démontrer que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur tout segment de | — 1, 1].

2. Démontrer que la série de fonctions Z fn ne converge pas uniformément sur | — 1, 1].

Ezercice 49. — Soit (fn),cn la suite de fonctions définie par :
s 10,400 — R
0 x — X

et la relation de récurrence :

1 Jo
fay1 = 5 (fn + fn)
valable pour tout entier naturel n.

1. Démontrer que pour tout n € N*, pour tout = > 0, f,(z) > /z.
2. Soit > 0. Posons :

VneN, gn(z)= M

Exprimer g,,11(x) en fonction de g, (x).

3. Démontrer que la suite de fonctions (f,), cn converge uniformément sur tout segment de |0, +-oc[ vers la fonction
f définie par :

10;4<] — R

11. Convergence normale d’une série de fonctions bornées

Définition 50. — Soit (fn),en € B(X,K)N. La série de fonctions Z fn est dite normalement convergente sur X, si

la série numérique Z || folloo,x est convergente.

Ezxercice 51. — Pour tout n € N*, nous définissons la fonction f,, par
R — C
fn einO
4 2
n
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Démontrer que la série de fonctions E fn converge normalement.

Ezercice 52. — Soient @« > 1 et A := {z€ C : Re(z) > a}. Etudier la convergence normale de la série de fonctions
Z fn ou, pour tout n € N*

A — C
fo )
s — —
nS
Ezercice 53. — Soit a > 0. Etudier la convergence normale de la série de fonctions Z fn ou, pour tout n € N
R — R
fn 1
_—
* n? + sin(nx)
Ezercice 54. — Pour tout n € N, on définit la fonction f,, par
0,400 —> C
In (-D)"x
x —_

(1+22)"
1. Démontrer que, pour tout a > 0, la série de fonctions Z fn converge normalement sur [, +00[.

2. Démontrer que la série de fonctions Z fn ne converge pas normalement sur [0, +o0].

Proposition 55. — Soit (fn),cn € B(X, K)N. Alors

Z fn converge normalement sur X — Z | frn| converge simplement sur X

et donc
Z fn converge normalement sur X — Z fn converge simplement sur X
Une série de fonctions peut converger simplement, sans converger normalement. Considérons la suite de fonctions
(fn)nens ol pour tout n € N, f,, est la fonction définie par :
f 0,1] — R
" x o "
D’apres les résultats sur les séries géométriques, la série de fonctions Z fn converge simplement et a pour
@ somme
oo [0,1] — R
+oo
> fn _ !
n=0 t — an(x)_ 171’.
n=0
Soit n € N. La fonction f, étant croissante sur [0, 1], nous en déduisons || f, || o) = 1. La série numérique
Z | fr Hoo,[o,l[ est donc grossierement divergente. La série de fonctions Z fn ne converge donc pas normalement
sur [0, 1.

Théoréme 56. — Soit (fy),en € B(X, K)N. Alors

E fn converge normalement sur X — E fn converge uniformément sur X
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Une série de fonctions peut converger uniformément sans converger normalement. Considérons, pour tout n €
N*, la fonction f,, définie par

R
(_1)n+1 "

n

[0,1]

—
r

fn

D’apres le criteére spécial des séries alternées, la série de fonctions g fn converge simplement sur [0, 1]. Toujours

@ d’apres le critere spécial des séries alternées, pour tout n € N*
S ol o<
k=n+l lloo [0,1]

et donc la série de fonctions Z fn converge uniformément sur [0, 1]. Cependant, elle ne converge par normale-

1
ment sur [0, 1] puisque, pour tout n € N*, || f,, || 0,1 = =
[0, n

Ezercice 57. — Pour tout n € N, soit f, la fonction définie par
10, +o00[ —> R
fn 1
x —

z(z+1)...(x+n)
1. Démontrer que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur tout intervalle de la forme [, +00[, ot a > 0.

2. En déduire que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur tout segment de ]0, +o0|.

Ezemple 58. — La série de fonctions de terme général
R — R
fn B
x +— arctan(n + x) — arctan(n)

converge normalement sur tout segment de R.
o Il suffit de démontrer que, pour tout a > 0, la série numérique Z | fr Il oo [—a,q) Converge. Fixons un réel a > 0.

e Par croissance de la fonction arctan, pour tout (n,z) € N* x [—a, a]

arctan(n — a) — arctan(n + a) < arctan(n + x) — arctan(n) < arctan(n + a) — arctan(n — a)

—(arctan(n+a)—arctan(n—a)) fn(x)

d’ou
| fn(x)] < arctan(n + a) — arctan(n — a)

indépendant de x

Par passage & la borne supérieure sur les réels x € [—a, a, nous obtenons

VR €N 0< || folloo,[—a, < arctan(n +a) — arctan(n — a)
D’apres le théoreme de domination pour les séries a termes positifs, il suffit de prouver que la série numérique
Z arctan(n + a) — arctan(n — a) converge.

e Soit n € N* tel que n > a. La fonction g, : x — arctan(n + x) est de classe C! sur le segment [—a,a]. D’apres
I'inégalité des accroissements finis

arctan(n + ) — arctan(n — ) = g (@) — g (~a)| < || [l (_aa) 20
Pour tout = € [—a,a], n+x > n—a > 0. D’autre part, la fonction carrée est croissante sur R . Nous en déduisons

que la fonction positive g/, : © — est décroissante sur [—a, a], donc

1+ (n+a)?
1
/ o - -
HgnHoo,[—a,a] _gn( a) 1_|_(n_a)2
Ainsi 9 2
VYn>a 0<arctan(n+ a) — arctan(n — a) < — 2 __ =
1+ (n—a)? no+too \nf/

>0

Nous concluons alors en appliquant le critéere de Riemann et le théoréme de comparaison pour les séries a termes
positifs.
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Ezercice 59. — Etudier la convergence normale de la série de fonctions de terme général
10, +o0] — R
fn T — (_1)
n! (z +n)

sur tout segment de ]0, 4+-o0].

Ezxercice 60. — Etudier la convergence normale de la série de fonctions de terme général

1-1,1] — R

n
fn . Lo
14 x2n

sur tout segment de | — 1, 1][.

12. Synthése sur la convergence d’une séries de fonctions bornées sur une partie de R

Soient A une partie de R et (fn),en € B(A, K)N.

Définition 61. — On dit que la série de fonctions an converge uniformément sur tout segment de A, ce que Uon

note n S1 our tout segment (a mceclus aans a serie ae joncrions n converge unitformement sur
t CUK ', p tout g t ,b mel d A, l ‘rie d ti |[a,b] q ) t

[a, b].

Définition 62. — On dit que la série de fonctions Z fn converge normalement sur tout segment de A, ce que l’'on note

Z fn CNK si, pour tout segment [a,b] inclus dans A, la série de fonctions anua’b] converge normalement sur [a, b].

Les résultats obtenus sont rassemblés dans le diagramme suivant.

S fu ON=—=—=) f, CU

@) > fu ONK === f, CUK

D olfal CS=——=> f. CS

Aucune des implications réciproques du diagramme ci-dessus n’est vraie.

13. Approximation uniforme

13.1. Approximation uniforme par des fonctions en escalier
Notation. — Soient a, b des réels tels que a < b. On pose

o &(la,b],K) = {f € K[@¥ : f est en escalier sur [a,b]}

e CM ([a,b],K) := {f € K[*¥ : f est continue par morceaux sur [a,b]}
Rappel. — L’application

[ | eMablK) — R,
o f — sup{|f(z)| : = € [a,0]}

est une norme sur CM ([a, b], K).
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Théoréme 63. — Toute fonction continue par morceaur sur [a,b] est limite uniforme d’une suite de fonctions en
escalier sur [a,b], i.e. 'ensemble E([a,b],K) est dense dans CM ([a,b],K) pour la norme || - || .

Ezercice 64. — Soit f € CM ([a,b],K). On pose, pour tout A € R

b
()= [ 10 a

Démontrer que

I(f) = 0 [lemme de Riemann-Lebesgue]
—+00

13.2. Théoréme d’approximation polynomiale de Weierstrass

Notation. — Soient a, b des réels tels que a < b. On pose
e P([a,b],K) := {f € KI“¥ : f est polynomiale}
o C%a,b],K) := {f e KI*Y : f est continue sur [a,b]}

Rappel. — L’application
|| . || CO([avaK) — R+
o f — sup{|f(z)] : @ € [a,b]}

est une norme sur C°([a, b], K).

Théoréme 65. — Toute fonction continue sur [a,b] est limite uniforme d’une suite de fonctions polynomiales sur [a,b],
i.e. Uensemble P([a,b],K) est dense dans C°([a,b],K) pour la norme || - ||, (théoréme de Weierstraf3).

Ezercice 66. — Soit f: [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] telle que
b
VneN /m”f(x)dmzo

On se propose de démontrer qu’alors f = Oga.s (théoréme des moments).

1. Démontrer que ’application

(e, R) [ - [lo) — (R[]
¥ b
g — [ st ar
est continue.

2. Que vaut I'application ¢ sur le sous-ensemble de C°([a, b], R) formé par les fonctions polynomiales ?

3. Conclure.

Ezercice 67. — Soient p € N et une fonction f: [0,1] — R, qui est limite uniforme d’une suite de fonctions polynomiales
de degrés inférieurs ou égaux a p. Démontrer que la fonction f est polynomiale.

Ezercice 68. — Soit une fonction f: R — R, qui est limite uniforme d’une suite (P,)nen de fonctions polynomiales
sur R.

1. Démontrer qu’il existe un rang N € N tel que, pour tout n > N, la fonction P, — Py est bornée sur R.

2. En déduire que
Vn>N VaxzeR P,(z)=Pn(x)+ P,(0)— Pxn(0)

3. En déduire que la fonction f est polynomiale.
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