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1. Rappels sur les groupes

1.1. Définition d’un groupe

Définition 1. — Soit G un ensemble et soit une loi de composition interne notée

GxG@ — G
(,y) — xxy

On dit que (G, *) est un groupe si les trois propriétés suivantes sont satisfaites.
(A1) la loi x est associative, i.e.
V(z,y,2) €G> (x*y)*z=21ax*(y*2)

(A2) la loi * posséde un élément neutre, i.e.

dee G VeeG@ exx=x=xxe

(A3) tout élément de G admet un symétrique pour la loi *, i.e.

VeeG JyeG zxy=e=yx*x

Remarque 2. — Soit (G, *) un groupe.
1. La loi * étant associative, on pourra omettre les parenthéses dans des calcul. Par exemple, si x,y, z désignent trois
éléments de G, I'élément de G noté (z * y) * z qui égale z * (y * z) sera noté plus simplement x * y * z.
2. Il n’existe qu’'un seul élément e de G vérifiant tel que, pour tout x € G, x * e = x = = * e. En effet, si e; et e; sont
deux éléments de G tels que

VreG@ zxei=x=x%e;] et Txeya = =2Tx%ey

alors
€1 = €1 * g = €9

L’élément e est appeléle neutre du groupe.

3. Si z est un élément de G il existe un seul élément y de G tel que x xy = e = y *x x. En effet, si y;,y2 sont deux
éléments de G tels que
TxYp=€e=Y ¥ et TxYyg=€e=1Y*xT

alors
yl=y1*6=yl*($*yz)=(y1*l’)*y2=€*y2=y2

Cet élément y est nommé symétrique de x et on le note z71.

I —¢. Eneffet, sion pose y=e, alors exy =e =y *e.

1

4. L’inverse de e est e, i.e. e~

1 -1

5. Si z et y sont deux éléments de G, alors (z * y)71 =yt x 27! En effet, si on pose z =y~ x 27!, alors

(xxy)sz=axx |yxy '
——

=e

—1 —1 -1 —1 -1
t —
xx T =xxx =€ et zx(xxy)=y *(z *x)*y—y xy=e

=e

6. Si x est un élément de G, alors (;v_l)fl = 2. En effet, sion pose y =z, alors z ' xy=eet yxz~ ! =e.

Remarque 3. — Sila loi d’'un groupe est notée X, le neutre est plutét noté 1. Quant au symétrique d’un élément = de

G, il est alors appelé inverse de z et encore noté z 1.

1.2. Définition d’un groupe commutatif ou abélien

Définition 4. — Soit (G, *) un groupe. Si la loi x vérifie la propriété additionnelle suivante
Y(z,y) €EG?, zrxy=y*z

alors on dit que le groupe (G, x*) est commutatif ou abélien, ou que la loi * est commutative.

Remarque 5. — Lorsque le groupe G est abélien, sa loi est souvent notée 4. Dans ce cas, le neutre est parfois noté 0.
Quant au symétrique d’'un élément x de G, il est alors appelé opposé de x et est noté —x (et non z1).
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1.3. Exemples de groupes
FExemple 6. — Les ensembles de nombres livrent les groupes commutatifs suivants.

z+) Q+) ®+ (G4  ({—Lihx)  (@Qhx)  [RLx) (Chx)

Exemple 7. — L’ensemble R[X] des polynomes a coefficients dans R muni de 1’addition usuelle 4 est un groupe.

Exzemple 8. — Soit (p,n) € N* x N*. L’ensemble M,, ,(C) des matrices & n lignes, p colonnes et & coefficients dans C
muni de I’addition usuelle est un groupe.

Exemple 9. — Si E est un ensemble non vide, alors ’ensemble S(F) des bijections de E dans E muni de la loi o est
un groupe, appelégroupe des permutations de E. En particulier, pour tout n € N*, 'ensemble S;, des bijections de [1,n]
dans lui-méme muni de la loi o est un groupe.

Exemple 10. — Soit un entier n > 2. L’ensemble GL,, (R) des matrices de format (n,n) a coefficients dans R qui sont
inversibles muni de la multiplication usuelle est un groupe non abélien. En effet, les matrices de transvections :

Tl,g(l) = In + E172 S GLn(R) et T271(1) = In + E2,1 S GLH(R)

vérifient :
Tio(1) xTon(1) =In+ Ero+Exn + By #In+E1p+ Eoy + Ezp =T51(1) x T o(1).
Exercice 11. — Justifier que ni (N, +), ni (Z, X) ne sont des groupes.
Exercice 12. — Soit (E, o) un ensemble non vide. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que le groupe

(S(E), o) soit abélien.

2. Rappels sur les sous-groupes

2.1. Définition d’un sous-groupe

Définition 13. — Soit (G, *) un groupe, dont le neutre est noté e. Soit H une partie de G. On dit que H est un
sous-groupe de (G, *) si :

(A1) H contient l’élément neutre, i.e. : e € H.
(A2) H est stable pour la loi *, i.e.
V(z,y) € H?, z*xy€ H

(A3) H est stable pour le passage au symétrique, i.e.

VeeH, z leH

Exemple 14. — Si (G, ) est un groupe, dont le neutre est noté e, alors {e} et G sont des sous-groupes de G.

Remarque 15. — Soit (G, ) un groupe. Soit H C G un sous-groupe de (G, ). Alors la restriction de la loi x & H
(notée abusivement également *) définit une loi de composition interne sur H et (H,*) est un groupe.

2.2. Caractérisation des sous-groupes

Proposition 16. — Soit (G, *) un groupe. Soit H une partie de G. Alors H est un sous-groupe de (G, *) si et
seulement si les deux propriétés suivantes sont vérifiées.
(P1) H est non vide, i.e. : H#{

(P2) H est stable par produit tordu, i.e.
V(z,y) € H> zxy ‘e H

Remarque 17. — Soit (G, + ) un groupe abélien. En écrivant la proposition précédente lorsque la loi du groupe est
noté additivement, il vient qu'une partie H de G est un sous-groupe de (G, + ) si et seulement si les deux propriétés
suivantes sont vérifiées.

(P1) H est non vide, ie. : H # ()

(P2) H est stable par somme tordue
V(r,y) e H* z—ycH
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2.3. Exemples de sous-groupes
Exemple 18. — L’ensemble
U:={z€C : |z|=1} = {eie : e R} [cercle unité]
est un sous-groupe de (C*, x).
Ezxemple 19. — Soit n € N*. L’ensemble
U,:={z€C : "=1}= {eiT : keo,n— 1]]} [ensemble des racines n-iémes de 1'unité]
est un sous-groupe de (U, x).

Exemple 20. — Soit un entier n > 2. Démontrer que
A, ={oceb, :el0) =1} [groupe alterné d’indice n|
est un sous-groupe de (Sy, o).
Exzemple 21. — Si E est un K-espace vectoriel, alors I’ensemble
GL(E):={f € L(E) : f est bijective} [groupe des automorphismes de E]

est un sous-groupe de (S(FE), o).
Exemple 22. — Soit n € N*. L’ensemble

SL,(R) := {M € M, (R) : det(M) =1} [groupe spécial linéaire]
est un sous-groupe de (GL,(R), x).
Exercice 23. — Démontrer que

O,(R):={M e M,[R) : M x MT = I} [groupe orthogonal]
est un sous-groupe de (GL,(R), x).
Exercice 24. — Soit (E, (-, -)) un espace euclidien. On note || - || la norme associée au produit scalaire ( -, - ). Démontrer

que :
OE)={fel(E):VzeE |f@l=Ixl} [groupe orthogonal de E)

est un sous-groupe de (GL(E), o).
3. Rappels sur les morphismes de groupes

3.1. Définition d’un morphisme de groupes

Définition 25. — Soient (G, %) et (H, -) deuzx groupes. Une application f: G — H est un morphisme de groupes
S8t

V(z,y) € G* f(zxy)=f(z) g(y)

Proposition 26. — Soient (G, ) et (H, - ) deux groupes, Soit f: G — H un morphisme de groupes. Notons
respectivement eq et er les éléments neutres de G et H.

1. L’application f respecte les neutres, i.e
flec) =en

2. L’application f respecte les symétriques, i.e.

VeeG f (a:_l) = f(z)!
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3.2. Exemples de morphismes de groupes

Exemple 27. — Sia € Z, application

Pa

‘(Z7+) — (Z,+)
n — an

est un morphisme de groupes.

Exemple 28. — L’application

In

‘(R>0,><) — (R,+)

x —  In(z)
est un morphisme de groupes.
Ezxemple 29. — Soit n € N*. Pour tout o € S,,, on pose
I(o) := card ({(i,5) € [1,n]* : i <jet o(i) > a(j)}) [nombre d’inversions de o]

La signature
(Snvo) — <{_1’1}’X)
o — (o) = (-1)1@

est un morphisme de groupes.

Ezxemple 30. — Soit n*. L’application

(GLTL(C)7 X) — (C*a X)
M — det(M) = Y e(o) [[IMIrow
ocESy, k=1
est un morphisme de groupes.
FExercice 31. — Soit un entier n > 2. L’application

(GL,(C), x) — (GLy(C), %))

M — MT
est-elle un morphisme de groupes 7

Exercice 32. — Soit f un morphisme de groupes de (Z,+) dans lui-méme. Démontrer que
daeZ VYVnel f(n)=a-n

3.3. Image directe et image réciproque d’un sous-groupe par un morphisme de groupes

Proposition 33. — Soient (G, ), (H, - ) deux groupes et f: G — H un morphisme de groupes.
1. Soit K un sous-groupe de (G, x). Alors

FK):={f(k) : ke K}

est un sous-groupe de (H, -).

2. Soit L un sous-groupe de (H, -). Alors

L) ={ge€G : fl9)eL}

est un sous-groupe de (G, *).
3.4. Noyau et image d’un morphisme de groupes

Définition 34. — Soient (G, *), (H, - ) deuz groupes et f: G — H un morphisme de groupes.
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1. L’ensemble
Ker (f) :={z € G : f(x)=en}=f""({en})
est appelé noyau du morphisme f.
2. L’ensemble

Im (f) :={f(z) : z€G}=[f(G)

est appelé image du morphisme f.

Proposition 35. — structures du noyau et de l’image d’un morphisme de groupes Soient (G, %), (H, -) deux
groupes et f: G — H un morphisme de groupes.

1. Ker (f) est un sous-groupe de G.
2. Im (f) est un sous-groupe de H.

Exemple 36. — Soit un entier n > 2. L’application

(On(R), x) — (R", x)
M —  det(M)

est un morphisme de groupes. Son noyau est noté SO, (R), i.e.

SO,(R) :={M € O,(R) : det(M) =1} [groupe spécial orthogonall

FExercice 37. — On considere 'application
R,+) — (SO2(R), %)
p 4 (8 = cos(f) —sin(6)
sin(f)  cos(0)

1. Démontrer que 'application p est bien définie et surjective.

2. Démontrer que 'application p est un morphisme de groupes et préciser son noyau.
3.5. Critere d’injectivité et de surjectivité pour un morphisme de groupes
Proposition 38. — Soient (G, ), (H, -) deux groupes et f: G — H un morphisme de groupes.
1. L’application f est injective si et seulement si Ker (f) = {ec}, ot eq désigne le neutre de (G, ).

2. L’application f est surjective si et seulement si Im (f) = H.

3.6. Composition de morphismes de groupes

Théoreme 39. — Soient (G1,%*1), (Ga2,%2), (Gs,*3) trois groupes. Soient f: (Gi1,*1) — (Ga,*2) et
g: (Ga,%*2) — (Gs,*3) deux morphismes de groupes. Alors
(G17*1) — (G37*3)
[e]
ol e gfe)
est un morphisme de groupes.
3.7. Isomorphisme de groupes
Définition 40. — Soient (G1,%1), (Ga,*2) et f: (G1,%1) —> (Ga2,%2) une application. On dit que f est un

isomorphisme de groupes si
1. f est un morphisme de groupes ;
2. f est bijectif.
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Remarque 41. — Deux groupes sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme de groupes de 'un vers 'autre.
Exercice 42. — Déterminer tous les isomorphismes de groupes de (Z,+) dans lui-méme.
Exercice 43. — Les groupes (R*, X) et (Ri, ><) sont-ils isomorphes ?
Proposition 44. — Soit f: (G1,*1) — (G2, *2) un isomorphisme de groupes. Sa bijection réciproque
1 (G2,%x2) —> (G1,%1)

go —  lunique g1 € Gy tel que f(g1) = go

est un morphisme de groupes.

4. Sous-groupes additifs de Z

Rappel 45. — En utilisant la propriété du bon ordre dans N (toute partie non vide de N posséde un plus petit élément),
on démontre qu’il existe une division euclidienne sur Z. Précisément, si b € N*, alors pour tout a € Z, il existe un unique
couple (q,7) € Z2 tel que :

a=qgb+r et 0<r<b—1.

On nomme ¢ (resp. r) le quotient (resp. le reste) de la division euclidienne de a par b.
Proposition 46. — Soit a € Z. Alors l’ensemble
aZ :={an : n€Z} [ensemble des multiples de a]

est un sous-groupe de (Z,+).

Théoréme 47. — Soit H un sous-groupe de (Z,+). Il existe un unique a € N tel que
H=aZ:={an : neZ}
Remarque 48. — La proposition et le théoréme qui précedent nous livrent le résultat suivant. Les parties de Z de la
forme aZ (avec a € Z) sont les seuls sous-groupes de (Z, +).

Exercice 49. — Soit H un sous-groupe de (R, +) distinct de {Or}.
1. Démontrer que a := inf (H N Ri) est bien défini.
2. Démontrer que, si a € H, alors H = aZ.
3. Démontrer que, si a ¢ H, alors H est dense dans R.

5. Sous-groupe engendré par une partie
5.1. Intersection de sous-groupes

Proposition 50. — Soit (G, *) un groupe. Soit (H;);cr une famille de sous-groupes de G indexée par un ensemble
I non vide. Alors leur intersection

H=(\Hi:={geG : Viel, g€ H}
el

est un sous-groupe de G.
Exercice 51. — Soient a et b des entiers naturels non nuls. Déterminer le sous-groupe aZ N bZ de (Z,+).

5.2. Définition du sous-groupe engendré par une partie

Ezxercice 52. — Soit (G, *) un groupe. Soient H et K deux sous-groupes de (G, *). Déterminer une condition nécessaire
et suffisante pour que H U K soit un sous-groupe de G.
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Proposition 53. — Soient (G, x) un groupe et A une partie non vide de G.

1. Parmi les sous-groupes de G qui contiennent la partie A, il en existe un plus petit (pour l'inclusion), appelé
sous-groupe engendré par A et noté < A >.

2. En d’autres termes, < A > est caractérisé par les deux propriétés suivantes

o < A > est un sous-groupe de G tel que A C< A > ;
o si H sous-groupe de G tel que A C H, alors < A >C H (propriété de minimalité).

3. Le sous-groupe engendré par A est lintersection de tous les sous-groupes de G contenant A

<A> = N H
H sous-groupe de G
tel que ACH
Ezxercice 54. — Soient a et b des entiers naturels non nuls. Déterminer le sous-groupe < a,b > de (Z,+).

5.3. Description du sous-groupe engendré par une partie

Théoréme 55. — Soient (G,*) un groupe et A C G une partie non vide de G. Notons A~ l’ensemble des
inverses des éléments de A
A7t = {x_l X € A}

Le sous-groupe < A > engendré par A est égal a I’ensemble de tous les produits finis d’éléments de AU A~!

< A>= {xeG : dn e N*, 3($1,...,xn)€(AUA_1)n tels que:c:a:l*...*,rn}

5.4. Sous-groupe engendré par un élément

Définition 56. — Soit (G, *) un groupe, dont le neutre est noté e. Soit x € G et soit n € Z. La puissance n-iéme
de x est l’élément de G, noté x™, défini par

T*xT*...%xT stn>1
—_—
n fois
" = e sin=20
71 1 .
T kT % * T sin< —1
—n fois

Proposition 57. — Soient (G, x) un groupe et (x,n,m) € G x Z x Z.

g" * g™ =g"t™ et (z™)™ =™

@ ‘ Soient (G, *) un groupe et (z,y,n) € G x G X Z. Les éléments 2™ x y™ et (x * y)™ ne sont pas nécessairement
égaux, en raison du défaut de commutativité éventuel de la loi .

Proposition 58. — Soient (G, *) un groupe et a € G.

<a>={a" : neZ}
5.5. Parties génératrices d’un groupe

Définition 59. — Soit (G, *) un groupe. Une partie A de G est une partie génératrice si le sous-groupe engendré
par A est le groupe G tout entier, i.e. si G =< A >.

Exemple 60. — Le groupe (Z,+) des entiers relatifs est engendré par ’élément 1.
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Exemple 61. — Soit un entier n > 2. Le groupe (Z™,+) est engendré par

{(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)}

Exemple 62. — Soit un entier n > 2. Le groupe (S, 0) est engendré par les transpositions
n
Sp=<{(j):1<i<j<n}> systéme générateur a (2> éléments}
Ezemple 63. — Soit un entier n > 2. Le groupe (GL,,(K), X) est engendré par les matrices de transvection et les

matrices de dilatation, i.e. GL, (K) est engendré par

{T,;(N) =L, + X Ej : (i,j) €[L,n]* telquei#jet A\e K} U{D;(\):=1,+(A—1)-E;; : i€ [l,n] et A € K*}

Ezxercice 64. — Soit un entier n > 2.
1. Soient az,...,a, des éléments distincts de [1,n] et o une permutation de [1,n]. Démontrer que
-1
oo(a; az ... ap) oo " =(o(a1) o(az) ... olap))
cycle de longueur p cycle de longueur p

2. Notons 7 := (1 2) la transposition de [1,n] échangeant 1 et 2 et o le cycle de longueur n défini par 0 := (123 ... n).
Démontrer que {(1 2),0} engendre le groupe (Sy,0).

Ezercice 65. — Soient (a,b) € Z2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la partie {a,b} engendre le
groupe (Z,+).

FEzxercice 66. — Un groupe est dit de type fini s’il posseéde une famille génératrice finie.
1. Le groupe (Q, +) est-il de type fini?
2. Démontrer que (R*, x) n’est pas de type fini.
3. En déduire que pour tout entiers n > 2, le groupe (GL,(R), x) n’est pas de type fini.

6. Groupe (Z/nZ,+)

6.1. Rappels sur la relation de congruence

Définition 67. — Soit (n,a,b) € N* X Z x Z. On dit quea est congru a b modulo n, et on écrit a = b [n], si
a—benZ.
Proposition 68. — Soit (n,a,b) € N* x Z X Z. Alors a = b [n] si et seulement si a et b ont méme reste dans la

division euclidienne par n.

Proposition 69. — Soit n € N*. Soit (a,b,c,d) € Z* tels que a = c [n] et b=d [n]. Alors

a+b=c+dn] et a-b=c-dn]

Proposition 70. — Soit (n,a,b, k) € N* x Z x Z x N*. Alors :

Exercice 71. — Démontrer que pour tout n € N, 5 divise 23712 4 3n+1,
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Proposition 72. — Soit n € N*. La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence.

6.2. L’ensemble Z/nZ
Rappel 73. — Soit E un ensemble muni d’une relation d’équivalence R. Pour tout = € E, on note
T:={y€eE :yRaz} e P(E) [classe d’équivalence de z]

On rappelle trois propriétés fondamentales des classes d’équivalences.
1. Soit (z,y) € E2. Alors
TRy <= T=7Yy
Supposons x R y. Soit z € T. Alors z R y. Par transitivité de R, zRy. Ainsi z € 5. Nous en déduisons T C 7.
Par symétrie, y C 7.
Supposons T = . Comme R est réflexive, x € Z. Ainsi z € 3, d’ou x R y.
2. Soit (z,y) € E%. Alors

T=7 ou zTNy=0.
Supposons T NY # () et démontrons T = 7. Soit z € TN 7. Alors 2 Rx et 2 Ry. Par symétrie et transitivité de la

relation R, x Ry. Nous en déduisons, a 'aide de 1, que T = 7y.

3. L’ensemble des classes d’équivalence pour la relation R est appelé ensemble quotient de E par R et est noté E/R.

E= |_| C [partition de E suivant les classes d’équivalence]
CEE/R

Cette inclusion est claire car une classe d’équivalence est par essence une partie de F.

Puisque R est réflexive, x € Z. Comme T est une classe d’équivalence, T € E/R. Donc x appartient bien a la
réunion des classes d’équivalence et I'inclusion C est établie.

‘Caractére disjoint de I'union. ‘ D’apres 2, deux classes d’équivalence distinctes sont disjointes et donc la réunion

est bien disjointe.

Définition 74. — Soit (n,a) € N* x Z. Notons
a:={beZ : a=b[n]} =a+nZ [classe de a modulo n)

l’ensemble des entiers congrus a a modulo n.

Proposition 75. — Soit n € N*. Il y a exactement n classes d’équivalences distinctes pour la relation de
congruence modulo n. Ces n classes sont

0,1,...,n—1
Définition 76. — Soit n € N*. On note Z/nZ l’ensemble des classes déquivalences pour la relation de congruence

modulo n. Ainsi

Z/nZ = {6,1...,11— 1}
Soit n € N*. On veillera & toujours vérifier soigneusement qu’une application dont la source met en jeu Z/nZ
est bien définie. Par exemple 'application

Z/nZ—>Z
@ f a — a

n’est pas bien définie. En effet, 0 = 7 dans Z/nZ, mais

F(0) = 0+n= f(m)

6.3. Structure de groupe sur Z/nZ
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Théoreme 77. — Soit n € N*. Posons

(Z/nZ) x (Z/nZ) — Z/nZ

(a,b) — atb

Alors
1. Uapplication + est une loi de composition interne sur Z/nZ, qui est bien définie

2. (Z/nZ,+) est un groupe abélien, de neutre 0.

Exzemple 78. — La table du groupe (Z/6Z,+) est la suivante.

+
<l
|
[\
ol
|
o

ol
ol
=
[\
wl
N
oy

=
—
]
wl
N
oy
I

212(3[4(5|0|1
3134|5012
414]15|0(1|2|3
5|/5/0[1(2[3|4

1. L’opposé de 5 dans (Z/6Z,+) est donc 1.
2. Le sous-groupe engendré par 2 dans (Z/6Z,+) est :

(2) = {0,2,4} .
3. L’élément 1 engendre le groupe (Z/6Z,+). Il en est de méme de de 1’élément 5.

6.4. Générateurs du groupe (Z/nZ)

Proposition 79. — Soient n € N* et a € Z. L’élément a de Z/nZ engendre le groupe (Z/nZ,+) si et seulement
st a est premier avec n, i.e.
<a>=17Z/nZ <= aAn=1

Ezxzemple 80. — Les seuls éléments qui engendrent le groupe (Z/12Z,+) sont 1, 5, 7, 11.

7. Classification des groupes monogenes

7.1. Définition d’un groupe monogéne, d’un groupe cyclique

Définition 81. — Soit (G, *) un groupe.

1. Le groupe (G, *) est dit monogéne s’il est engendré par un élément, i.e. si
dzeG G=<z>={2":neZ}

2. Le groupe (G, *) est dit cyclique s’il est monogéne et fini.

Remarque 82. — Tout groupe monogene est abélien.
7.2. Exemples de groupes monogenes, de groupes cycliques

Exemple 83. — Le groupe (Z,+) est engendré par 1’élément 1. Il est donc est monogeéne

Ezxzemple 84. — Pour tout n € N*, le groupe (Z/nZ,+) est fini et engendré par 1’élément 1. Il est donc cyclique.
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Exemple 85. — Pour tout n € N*| le groupe multiplicatif
U,:={z€C: z"zl}:{ei¥ : keﬂOm—l]]}
est fini et engendré par I’élément ¢% . 1l est donc cyclique.

Ezxercice 86. — Démontrer que le groupe (ZQ, —|—) n’est pas monogene. En déduire que les groupes (Z,+) et (ZQ, +) ne
sont pas isomorphes.

Exercice 87. — Les groupes (Z,+) et (Q, +) sont-ils isomorphes ?

7.3. Les groupes (Z/nZ,+) et (U, xX) sont isomorphes

Proposition 88. — Soit n € N*. L’application

(Z/nZ,+) — (Up,x)

;2a7

a — et n

2

est bien définie et est un isomorphisme de groupes.
7.4. Théoréme de classification des groupes monogénes

Théoréme 89. — Soit (G, *) un groupe monogéne.
1. Si G est infini, alors (G, *) est isomorphe d (Z,+).
2. Si G est fini de cardinal n > 1, alors (G, *) est isomorphe d (Z/nZ,+).

8. Théoréme de Lagrange (HP)

Théoréme 90. — Soient (G, *) un groupe fini et H un sous-groupe de G. Alors le cardinal de H divise le cardinal
de G.

Démonstration.

e Pour tout (x,y) € G2, posons x Ry si et seulement si z*xy~1 € H. Etablissons que R est une relation d’équivalence
sur G.

— La relation R est réflexive. Soit x € G. Comme z x2~ ! =eqg € H, zRz.

— La relation R est symétrique. Soient (x,y) € G? tels que z Ry. Alors z *y~* € H. Comme H est stable par
passage a l'inverse

yxzl= (x*y’l)_l cH
Ainsi y R x.

— La relation R est transitive. Soient (r,y,z) € G® tels que tRy et yRz. Alors v xy~ ' € Het yx2~! € H.
Comme H est stable pour la loi
czxz t=axy txyxzl e H

e Comme G est fini, 'ensemble P(G) des parties de G est fini et donc il n’y a qu’un nombre fini de classes d’équivalence,
disons p. Notons 77, ..., T, la liste exhaustive, sans répétition, des différentes classes d’équivalence. Alors

p
G = |_|:LT
=1

En conséquence

(x)  card(G) = Z card (77)
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e Soit i € [1,p]. Démontrons card (z;) = card (H), ce qui grace a 'identité (x) nous permettra de conclure. L’appli-
cation
T, — H

¥ Yy > XTiky

1

est bien définie (cf. définition de R ). L’application

_) .
¥ — ozl

est également bien définie. En effet

zc H zixx;txze H
xi* (271 *mi)fl cH
vix(z)"t € H

z; R1p(2)

¥(2) € 7.

On vérifie de plus que 9 o ¢ = idz; et ¢ 0t = idy. Donc ¢ est une bijection (idem pour v). Ainsi T; et H ont le
méme cardinal.

R

O

Remarque 91. — Nous donnons deux applications élémentaires du théoreme de Lagrange sur les groupes finis.

1. Soit G un groupe de cardinal 17, dont le neutre est noté e. Alors G ne posséde aucun sous-groupe autre que {e} et
G, aussi est-il cyclique. Il en est de méme pour tout groupe fini de cardinal premier.

2. Un groupe fini de cardinal 32 ne posséde aucun sous-groupe de cardinal 5.

9. Ordre d’un élément dans un groupe

9.1. Définition d’un élément d’ordre fini et de 'ordre d’un tel

Définition 92. — Soient (G, *) un groupe, de neutre noté e, et x € G.

1. On dit que x est d’ordre fini si
dneN* 2" =e

2. Six est d’ordre fini, on appelle ordre de x et on note ord (z) le plus petit n € N* tel que z™ = e, i.e.
ord (z) :=min{n € N* : 2" =e}.

Ezercice 93. — Déterminer l'ordre de tous les éléments de (Z/5Z,+), puis ordre de tous les éléments de (Z/pZ, +)
pour un nombre premier p.

Ezxercice 94. — Déterminer 'ordre de tous les éléments de (Z/12Z, +).
9.2. Ordre d’un élément g d’un groupe versus sous-groupe < g > qu’il engendre
Proposition 95. — Soient (G, x) un groupe et x € G. Alors

1. z est d’ordre fini si et seulement si < x > est un ensemble fini;

2. si x est d’ordre fini, alors card (< x >) = ord (z).
Démonstration.
Supposons x d’ordre fini et posons n := ord (z) > 1. Nous démontrons que 'application

f 0,n-1] — <z>
k — xk

est bijective, pour obtenir que < x > est un ensemble fini, de cardinal n = ord ().
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e Soit g € < x >. Nous savons qu’il existe un entier m € Z tel que g = 2. La division euclidienne de m par n
livre I’existence (et I'unicité) de ¢ € Z et r € [0,n — 1] tels que

m=qn-+r

Alors, comme =" = eg

L’application f est donc surjective.
e Soient k,¢ € [0,n — 1] tels que f(k) = f(£). Sans perte de généralité, on peut supposer k < £. De

L o ik
on déduit, en multipliant par (z~!)" par la gauche, que

2% = eg

Comme 0 < £—k < n—1,si £—k n’était pas nul, nous aurions une contradiction avec la minimalité de I'ordre

n de x. Aussi k et £ sont-ils égaux. L’application f est injective.

Supposons que 'ensemble < x > est fini. Alors 'application

N — <z>
k. — xF

n’est pas injective. Il existe donc k, ¢ € N* distincts tels que g(k) = g(¢). Sans perte de généralité, on peut supposer

k < /{. De

Z‘k:.lﬁe

L . i
on déduit, en multipliant par (z~')" par la gauche, que

' F =eq

Comme ¢ — k € N*, x est d’ordre fini.

L’identité a été établie lors de la démonstration de I'implication directe de I’équivalence de I’assertion 1.

De cette démonstration, nous déduisons que si  est un élément d’ordre fini d’un groupe G, alors

(@) eq,x x>, ..., pord@-1

est une liste exhaustive et sans répétition des éléments du sous-groupe < = > de GG engendré par x.

9.3. Une condition suffisante pour que tous les éléments d’un groupe aient un ordre fini

Proposition 96. — Dans un groupe fini, tout élément est d’ordre fini.
Remarque 97. — On vérifie que
+o0o
Uy =] Un
n=1

est un sous-groupe de (C*, x). Ainsi, Uy est-il naturellement muni d’une structure de groupe multiplicatif. Tous les
éléments du groupe (U, X) sont d’ordre fini, mais ’ensemble Uy, est infini.

Exemple 98. — Dans le groupe (Z, +), le seul élément d’ordre fini est 0.

Exemple 99. — Dans le groupe ({—1,1}, x), 1 est d’ordre 1 et —1 est d’ordre 2.

Ezemple 100. — Soit un entier n > 2. L’élément e est d’ordre n dans le groupe (U, ).
Exemple 101. — Soient un entier n > 2 et p € [2,n]. Dans le groupe (S, o), tout p-cycle est d’ordre p.
Exercice 102. — Soit E un R-espace vectoriel non réduit & {0g}. Que dire d’un élément d’ordre 2 du groupe

(GL(FE),0)? On s’efforcera d’étre aussi exhaustif que possible.

9.4. Puissances d’un éléments d’ordre fini
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Proposition 103. — Soient (G, *) un groupe dont le neutre est noté e et x un élément de G d’ordre fini.

VneZ z"=e < ord(x) |n
9.5. Propriété de divisibilité de 'ordre d’un élément d’un groupe fini

Théoréme 104. — Soient (G, *) un groupe fini et x € G.
1. x est d’ordre fini.
2. ord (z) | card (G).
3. geard(@) — o

Démonstration.
1. Le sous-groupe < = > de G étant une partie de G, il est fini. D’apres la proposition 95, x est d’ordre fini.

2. D’apres la proposition 95
ord (z) = card (< = >)

D’apres le théoréme de Lagrange (théoréme 90)

card (< z >) | card (G)

Ainsi ord (z) | card (G).

3. Comme ord (z) | card (G), la proposition 103 livre 2°4(¢) = ¢g.

O

9.6. Une sélection d’exercices sur les groupes
Exercice 105. — Soient (G, x) un groupe cyclique de cardinal noté n et d un diviseur positif de n.

1. Démontrer que

HdZ{QZEG : .%'dzec}
est un sous-groupe de (G, ), cyclique, de cardinal d.

2. Démontrer que H, est 'unique sous-groupe de cardinal d de (G, x).
FExercice 106. — Soient un entier n > 2 et o € 5,. Considérons « la » décomposition de ¢ en produit de cycles a
supports disjoints

o=ci0...0¢
et notons /1, ..., ¢, les longueurs respectives des cycles ¢y, ..., c.. Démontrer que l'ordre de o est le PPCM des longueurs
des cycles {1, ...,4,.
Ezxercice 107. — Si (G, *) est un groupe et si g1, g2 sont deux éléments de G, a-t-on nécessairement
ord (g1 * g2) = ord (g1) Vord (g2) ?

Ezxercice 108. — Si (G, *) un groupe tel que, pour tout g € G, g*> = eg. Démontrer que le groupe (G, *) est abélien.

10. Rappels sur les anneaux

10.1. Définition d’un anneau

Définition 109. — Soit A un ensemble non vide muni de deuz lois de compositions internes + et x. On dit que
(A, +, X) est un anneau si les quatre propriétés suivantes sont vérifiées.

(A1) (A,+) est un groupe commutatif (dont le neutre est noté 04 ).

(A2) la loi x est associative, i.e.
V(z,y,2) € A3 (zxy)xz=xzx (yXx2)
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(A3) la loi x posséde un élément neutre 14, i.e.
dipy €A VeeA zxly=x=14xx
(A4) La loi x est distributive par rapport a la loi +, i.e.

V(z,y,2) €A% zx(y+2)=(xxy)+(xxz) e @W+2)xz=(yxz)+(zx2)

Remarque 110. — Soit (A, +, X) un anneau.

1. Il existe un seul élément 14 vérifiant la propriété (A3) de la définition précédente. En effet, si uq,us sont deux
éléments de A tels que
VeeG@ xsui=T=uj*xTetT*up =T =1ug*T

alors
Ul = U * U2 = U

Cet élément 14 est appelé élément unité de 'anneau (A, +, x).

2. L’élément 04 est absorbant, i.e.
VeeA 2x04=04x2=04

En effet, si x est un élément de A, alors
Oaxxz=044+04)xXz=04xx+04 Xz

En ajoutant —(04 X x) & chaque membre, il vient 04 = 04 X x.
3. Soit x € A. Le symétrique de x pour la loi de groupe + est noté —z et est appelé opposé de x.

4. Pour tout = € A, (—14) x x = —x. En effet, si x est un élément de A, alors
OAZOA-SUZ(lA—I—(—l)A) Xx=1y ><3;‘—|—(—1A) xx=z+(—1a) Xz
En ajourant —z a chaque membre, il vient (—14) X z = —z.

10.2. Définition d’un anneau commutatif

Définition 111. — Soit (A, +, X) un anneau. Si la loi X est commutative, i.e.
V(z,y) €A zxy=yxz

on dit que (A,+, X) est un anneau commutatif.

10.3. Exemples d’anneaux

Exemple 112. — Les ensembles de nombres livrent les anneaux commutatifs suivants.
(Z,+, x) (Q, +, %) (R, +, %) (C,+,x)
Exemple 113. — Si E est un R-espace vectoriel alors (£ (E),+,0) est un anneau, qui est non commutatif si £ n’est

pas de dimension 0 ou 1. Son élément neutre pour la multiplication o est idg.

Exemple 114. — Si n est un entier tel que n > 2, alors (M,,(K),+, X) est un anneau non commutatif. Son élément
neutre pour la multiplication x est la matrice I,,.

Exemple 115. — Si K est un corps (i.e. un anneau distinct de {0}, dans lequel tout élément non nul est inversible pour
la multiplication), alors (K[X], 4, X) est un anneau commutatif.

11. Rappels sur les sous-anneaux

11.1. Définition d’un sous-anneau
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Définition 116. — Soit (A, +, X) un anneau. Une partie B de A est appelée sous-anneau de (A,+, X) si les
propriétés suivantes sont vérifiées.

(A1) B contient 04 et 14, i.e. 04 € B et 1y € B;
(A2) B est stable pour les lois + et x

V(z,y)€eB? 24+y€B e xxy€EB

(A3) B est stable par passage da l'opposé, i.e.
VeeB —z€B

Proposition 117. — Soit (A,+, X) un anneau et soit B un sous-anneau de (A, -+, x). Alors les applications
induites
N B> — B " B> — B
Bl (my) — z+y Pl (@y) — zxy
sont biens définies et (B,+p, Xp) est un anneau.
11.2. Caractérisation des sous-anneaux
Proposition 118. — Soit (A, +, X) un anneau. Une partie B de A est un sous-anneau de (A,+, x) si et seule-

ment si les propriétés suivantes sont vérifiées.
1. B contient 14, i.e. 14 € B.

2. B est stable par somme tordue, i.e.
V(z,y)€eB? z—-yeB

3. B est stable pour la loi X, i.e.
V(z,y) € B> zxy€B

FEzxercice 119. — Soient un entier > 2 et ( := ¢'%F. On définit ’ensemble Z [¢] par

n—1
Z[C] = {Zakgk : (ag,a1,...,an-1) € Z”}
k=0

Démontrer que Z[(] est un sous-anneau de (C, +, X).

12. Rappels sur les morphismes d’anneaux

12.1. Définition d’un morphisme d’anneaux

Définition 120. — Soient (A, +4,x4) et (B,+p, xp) deur anneauz. Une application
fi (A, +4,%x4) — (B,+8B, XB)

est un morphisme d’anneaux st

1. f respecte les unités, i.e.
f1a)=1p

2. f respecte les additions, i.e.
V(z,y) € A f(z+ay) = f(z)+5 fy)

3. f respecte les multiplications, i.e.

V(z,y) € A> f(xxay)=f(z)xsfy)
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12.2. Exemples de morphismes d’anneaux
Ezemple 121. — L’identité idz est I'unique morphisme d’anneaux de (Z,+, x) dans (Z, +, x).
Exzemple 122. — Soient n € N* et M € M,,(R). L’application

(K[X],+,0) — (Mn(R),+, x)

+oo +oo
eval s p— Z ap - XF — P(M):= Z ay, - M*
k=0 k=0

est un morphisme d’anneaux.

FExercice 123. — L’application transposée
f Mn(R),+,x) — (Mn(R),+,x)
M — MT
est-elle un automorphisme d’anneau ?
12.3. Composition de morphismes d’anneaux
Proposition 124. — Soient (A1, +1, X1), (Az, +2, X2), (As, +3, X3) trois anneauz et
[ (A1 +1, x1) — (Az,+2, X2) g: (A2, +2, X2) — (A3, +3, X3)

deuxr morphismes d’anneaux. Alors l'application

(A1, +1,x1) — (As,+3, x3)

o)
AL T ED)
est un morphisme d’anneaux.
12.4. Isomorphisme d’anneaux
Définition 125. — Un morphisme d’anneaux qui est bijectif est appelé isomorphisme d’anneauz.
Exemple 126. — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2, muni d’une base B. L’application
L(E),+,0) — (Mu(R),+,x)
Mat . ( y Ty n y Ty
5(+) ‘ f s Mats(f)
est un isomorphisme d’anneaux.
Proposition 127. — Soient (A,+4, x4) et (B,+p, Xp) deux anneauz et f: A — B un isomorphisme d’an-
neaux. Alors la bijection réciproque
f71 (Bv+Ba><B) — (A7+A7XA)
b —  lunique élément a de A tel que f(a) =b

est un isomorphisme d’anneauz.

Démonstration.

e Notons 14 et 15 les éléments unités respectifs des anneaux (A, +4, X 4) et (B, +5, X 5). En appliquant f~! & chaque
membre de I'égalité f(14) = 1p, il vient 14 = f~(1p).
e Soit (y1,y2) € B2

F e y2) = 1 (FUF ) +5 F(FH(12)) o PG ) +a 7 e)) = ) +a £ (w2)

ou () provient du fait que f est un morphisme d’anneaux.

e En reprenant le calcul précédent, en échangeant + par X, il vient

S o xBy2) = F () xa £ (y2)
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13. Compléments sur les anneaux

13.1. Produit d’un nombre fini d’anneaux

Proposition 128. — Soient un entier n > 2 et (A1, +1,X1),--., (An, +n, Xn) des anneauz. On définit deux
opérations sur
H {(a1,...,a,) : a1 € Ay,...,a, € Ay}
k=1
en posant
A — A
bl,..., n)) > (a1 +1b1,. ., Gy 4 by)
et
% (H Ak X (H Ak> — H Ak
k=1 k=1 k=1
((al,...,an),(bl,...,bn)) — (a1 X1 bl,...,an ann)

n
Alors <H Ap, +, x) est un anneau. Son neutre pour la loi + est (04,,...,04,) et son neutre pour la loi X est

k=1
(1ay,...,14,).

Eléments de démonstration.

e On vérifie que le neutre de H Ay, pour la loi 4+ est (04,,...,04, ).

k=1
e On vérifie que élément (ay,...,a,) € H Ay a pour opposé (—aq,...,—ay,).
k=1
o On vérifie que le neutre de A; x ... x A, pour la loi x est (14,,...,14,).
e Enfin, 'associativité de +, ’associativité de x et la distributivité de + par rapport a x résulte essentiellement des
propriétés correspondantes pour les lois 41, X1,...,+n, Xn.
O
Rappel 129. — Un anneau commutatif (A, +, x) estintégre si les deux propriétés suivantes sont vérifiées.
1. A#{0a}
2. V(a,b) € A2 axb=04 = (a=040ub=0y4)
Exercice 130. — Soient (A1, +1, X1) et (A, +2, X2) deux anneaux commutatifs intégres. L’anneau produit A; x As
est-il integre 7
13.2. Définition d’un idéal d’un anneau commutatif
Définition 131. — Soient (A, +, X) un anneau commutatif et I une partie de A. On dit que I est un idéal de A
St :
1. I est un sous-groupe de (A,+) ;
2. I est absorbant pour la multiplication par des éléments de A, i.e.
Veel YaeA axzxzel
Exemple 132. — Si (A, +, X) est un anneau commutatif, alors {04} et A sont des idéaux de A, appelés idéaux triviaux.

Ezercice 133. — Soit (A, +, x) un anneau commutatif.
1. Que dire d’un idéal I de A tel que 14 € I?
2. Que dire d’un idéal I de A qui contient un élément inversible de A ?
3. On suppose que (A, +, x) un corps commutatif. Quels sont alors ses idéaux ?

13.3. Caractérisation des idéaux
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Proposition 134. — Pour montrer que I est un idéal d’un anneau commutatif (A, +, x), il suffit de vérifier les
trois propriétés suivantes :

1. I est non vide;

2. I est stable par addition tordue, i.e.
V(z,y) €I? z—yel

3. I est absorbant, i.e.
Veel VaecA axxel

13.4. Exemples d’idéaux

Exemple 135. — L’ensemble
I:={feC’R,R) : f(1) =0}

est un idéal de Panneau (C°(R,R),+, x).
Exemple 136. — L’ensemble

I:= {(un)neN eRN : INeN,Vn >N, u, = 0}
est un idéal de (RN, +, x).

Exercice 137. — operations sur les idéaux Soit (A, +, X) un anneau commutatif.

1. Soit (I;);es une famille d’idéaux de A. Démontrer que leur intersection

(L:={zcA:VjelJ zecl}
jeJ

est un idéal de A.

2. Soient un entier r > 2 et Iy, I, ..., I, des idéaux de A. Démontrer que leur somme
Lh+L+...4+1,:={z1+x2+...+ 2 : (T1,22,...,2,) € HIj

est un idéal de A.
3. Soient I,J deux idéaux de A. Posons

1J .= {Z%‘Xbi :neNet(ar,...,a,) €I, (bl,...,bn)EJ”}
i=1

Démontrer que IJ est un idéal de A. A-t-on IJ =1NJ?

13.5. Le noyau d’un morphisme d’anneaux commutatifs est un idéal de la source

Proposition 138. — Soit f: (A,+4,xX4a) —— (B, +5, Xp) un morphisme d’anneaux commutatifs. Alors
Ker (f):={z €A : f(zx) =0p}

est un idéal de A.

13.6. Idéal engendré par un élément

Proposition 139. — Soit (A, +, X) un anneau et x € A. Alors
zA:={x xa: acA} [idéal de A engendré par x]

est un idéal de A.

13.7. Divisibilité dans un anneau commutatif intégre
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Définition 140. — Soit (A,+, x) un anneau commutatif intégre. On dit que x € A divise y € A, et on note
x|y, si
dge A y=xxq

Proposition 141. — Soit (A, +, x) un anneau commutatif intégre et (x,y) € A%. Alors

x|y <= yACzA

14. Idéaux de Z

14.1. Sous-groupes additifs de Z versus idéaux de Z

Lemme 142. — Soit I une partie de Z. Alors

I est un sous-groupe de (Z,+) = I est un idéal de (Z,+, x)
14.2. Description des idéaux de Z

Théoréme 143. —

1. Soit a € Z. L’ensemble
aZ :={an : ne€Z}

des multiples de a est un idéal de Z.

2. Soit I un idéal de l'anneau Z. Alors il existe un unique a € N, appelé générateur de I, tel que I = aZ.
14.3. PGCD d’un nombre fini d’entiers en termes d’idéaux

Proposition 144. — Soient un entier r > 2 et (ay,as,...,a,) € (Z*)". Alors
anZ+aZ+ ...+ a,Z:={ang +asng + ... +a;n, : (n1,ng,...,n,.) € Z"}
est un idéal. Son générateur est le PCGD des entiers ayi,az, . .., a., i.e.

mZ+aZ+...+aZ=(aNasA...Na,)Z

14.4. Relation de Bézout pour le PGCD d’un nombre fini d’entiers

Corollaire 145. — Soient un entier r > 2 et (a1, as,...,a,) € (Z*)". Alors
I(ny,n9,...,n.) EZ" ayNas A...Nap, = ainyg + agng + ... + a;ny,
T
Exercice 146. — Soient un entier r > 2 et (a1, as,...,a,) € (Z*)T. Démontrer que ﬂ a;Z est un idéal de Z et que son
i=1
générateur est le PPCM a1 Aas A ... A a, des entiers ap,as, ..., apr.

15. L’anneau (Z/nZ, +, x)

Notation. — Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul.
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Théoreme 147. — Soit n € N*. Posons
(Z/nZ) x (Z/nZ) — Z/nZ (Z/nZ) x (Z/nZ) — Z/nZ
et X
(E,B) — a-+b (E,B) — axb

Les lois + et x sont bien définies et (Z/nZ,+, x) est un anneau commutatif a n éléments. L’élément neutre
additif est 0 et [’élément neutre multiplicatif est 1.

Ezxercice 148. — Résoudre I'équation
2 4+2xx=0
dans Panneau (Z/5Z,+, X), puis dans 'anneau (Z/8Z, +, x).

15.1. Inversibles de ’anneau Z/nZ

Rappel 149. — Soit (A, +, xX) un anneau.

1. Un élément = € A est dit inversible si
(%) Jye A zxy=yxz=14.

Si x € A est inversible, alors 'élément y de (x) est unique. On le nomme inverse de z et on le note x~1.

L’élément 14 de A est inversible et (14)7! = 14.

Si des éléments z,y de A sont inversibles, alors x x y est inversible et (x x y)~! =y~ x 271

A

Si I’on note U(A) I'ensemble des éléments inversibles de A, alors 'application notée abusivement x définie par

U(A) x U(A) — U(A)

X
(z,y) — T Xy

est bien définie et (U(A), x) est un groupe (non nécessairement abélien), appelé groupe des inversibles de A.

Théoréme 150. — Soit n € N*. Alors

U(Z/nZ)={a€Z/nZ : aAn=1}

Soit a € Z tel que a An = 1. D’apres le théoreme de Bézout

J(u,v) €Z* a-ut+n-v=1

iy
== Un tel couple peut étre calculé « en remontant ’algorithme d’Euclide », par exemple. Alors
al=1u [identité dans Z/nZ)
Remarque 151. — Soient n € N* et a € Z. Alors

acU(Z/nZ) <— (a) = Z/nZ
15.2. CNS pour que Z/nZ soit un corps

Rappel 152. — Un corps est un anneau commutatif (A, +, x) distinct de {04} dans lequel tout élément distinct de 04
est inversible, i.e. U(A) = A\ {04}.

Corollaire 153. — Soit n € N*. Alors
Vanneau (Z/nZ,+, x) est un corps <= n est premier
Définition 154. — Pour tout nombre premier p, on note ¥, le corps (Z/pZ,+, x).
Remarque 155. — Soit p un nombre premier et K un corps a p éléments.
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1. II existe un unique morphisme d’anneaux de Z dans K, donné par

Z — K
a — alg

f

L’application f est surjective car son image est un sous-groupe non trivial de (K, +), groupe de cardinal p premier
(cf. théoréme de Lagrange).

2. Le noyau de f est un sous-groupe de (Z,+) non trivial (f est non injective). Il existe donc unique n € N* tel que
Ker (f) = nZ.

3. On démontre alors que
Z/nZ — K
a — alk

est une application bien définie, qui est un isomorphisme d’anneaux. Nous en déduisons n = p.
4. Nous avons démontré que les corps F), et K sont isomorphes.

5. On vérifie sans peine que 'application g est I'unique morphisme de corps entre F), et K. Le corps a p éléments F,,
est donc unique & unique isomorphisme pres.

Remarque 156. — Soit p un nombre premier. Comme le F, est un corps, le groupe des unités de F,, est
(U (Fp), %) = (Fp \ {OF, } , )

On peut démontrer que (Fp \ {Opp} , ><) est un groupe cyclique (HP) d’ordre p — 1, bien qu’il soit « en général » délicat
d’en trouver un générateur explicite.

Ezercice 157. — Quels sont les inverses de 4 dans Z/5Z et de 16 dans Z/17Z?

Exercice 158. — Soit n € N*.
1. Quels sont les éléments inversibles de Z/2"Z?

2. Calculer le cardinal de U (Z/2"Z).

15.3. Théoréme des restes chinois

Notation. — Si d € N* et a € Z, alors on note a@l¥ la classe de a dans Z/dZ.

Lemme 159. — Soient ny,...,n, € N* deux a deur premiers entre euz et x € Z.
K
1. Si tous les entiers ny,...,n, divisent x alors H ny divise x.
k=1

T
2. Pour tout i € [1,r], n; A H n, = 1.

k=1
ki

Eléments de démonstration.

1. On démontre que, pour tout premier p

T k
Up <H nk) = va(nk) < vp(x)
k=1 k=1

en distinguant les premiers qui divisent un (donc un seul) des nq,...,n, et ceux qui n’en divisent aucun.

2. On démontre que, pour tout premier p

T T
vp | s A H ng | = min ¢ vp(n;), E vp(ng) p =0
k=1 k=1
ki ki
en distinguant les premiers qui divisent n; (donc aucun des entiers ny,...,n;—1,Miy1,...,n,) et les autres.
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Théoréme 160. — Soient un entier r > 2 et des entiers ny > 1,ns > 1,...,n, > 1 deuz-a-deux premiers entre
eut.

1. L’application

Z/ning...nyL — (Z/miZ) x (Z/n3Z) X ... %X (Z/n,Z)
¥
g R )

est bien définie et est un isomorphisme d’anneaut.

2. Soit (a1, a9, ...,a,) € Z". Le systéme de congruences simultanées
x = a1 [n]
x = az [ng]
() :
xr = ar [ng]

d’inconnue x € Z admet une unique solution modulo nins ...n,.
3. Siwug,...u, sont des nombres entiers tels que
° 171["1] est linverse de m[’“] dans Z/n,Z
° TQ["Q] est linverse de m["ﬂ dans Z/noZ
° iTg[”S] est linverse de m["3] dans Z/nsZ
o ...
° W["T] est linverse de m[nr] dans Z/n,Z

alors

T i
To 1= E a; U; Hnj = a1 U] N2N3N4 ... Ny + A2 U2 MIN3NY . . . Ny + ..o + Qp Up NIN2NT . . . N
i=1 j=1
J#i

est une solution particuliére de (S). L’ensemble solution de (S) est donc xg+ nins...n.Z.

Remarque 161. — L’énoncé suivant figure dans le livre « Sunzi suanjing » (traduction : « classique mathématique de
Sunzi ») datant du 3®™e siecle.

Suppose que l'on ait un nombre inconnu d’objets. S’ils sont comptés par 3, il en reste 2, s’ils
sont comptés par 5, il en reste 8 et s’ils sont comptés par 7, il en reste 2. Combien d’objets

y a-t-il ?

Ezxercice 162. — congruences simultanees Résoudre le systéme de congruences simultanées :
x = 4 [5]
x = 5 [11]

d’inconnue z € Z.

FExercice 163. — congruences simultanees Résoudre le systéme de congruences simultanées :
x = 1 [5]
x = 2 [6]
x = 3 [7

d’inconnue z € Z.
15.4. Théoréme d’Euler
Définition 164. — L’application

N* — N*
Y1 n — card(U(Z/nZ)) =card ({a € [L,n] : aAn=1})

est appelée indicatrice d’Euler.
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Théoréme 165. — Soient n € N* et a € Z tel que a An = 1. Alors
a?™ =1 [n] [théoréme d’Euler]
Remarque 166. — Sin = p est un nombre premier, le théoréme d’Euler se spécialise en le petit théoréme de Fermat

Vac[l,p—1] o t=1 [p

P
Proposition 167. — Soient (A1,+1, X1),-..,(Ap, +p, Xp) des anneauz et (H A+, x) lanneau produit.
i=1

Alors
U (HAz) =U (A1) x ... xU(Ap)

ot U(?) désigne le groupe des éléments inversibles de l'anneau ? pour la multiplication.

Théoréme 168. — On note P l’ensemble des nombres premiers.
1. V(n,m) € N3y xNso nAm=1 = ¢(n-m)=pn)-eim)
2. VpeP VkeN* o(pF)=(p-1) -pF!

3. Pour tout n € Nxa

oup €P,....p. € P sont les diviseurs premiers de n.

Exercice 169. — Calculer ¢(4040).
FEzxercice 170. — Justifier que

12
10°=1 71 et Y 100 =-1 [7]
k=1

Exercice 171. — Soit p € N* un entier premier. Démontrer

p—D!'=-1 [p| [théoréme de Wilson]

16. L’anneau (K[X], +, x)

Notation. — Dans cette partie, la lettre K désigne un corps.

16.1. Description des idéaux de K[X]

Proposition 172. — Soit A € K[X]. L’ensemble
AK[X]:={AP : P e K[X]} [ensemble des multiples de A]

est un idéal de K[X].

Théoréme 173. — Soit I un idéal de K[X] distinct de {OK[X]}. Alors il existe un unique polynéme unitaire
A € K[X], appelé générateur unitaire de I, tel que I = AK[X].

Soient I un idéal de K[X] distinct de {OK[X}} et A son générateur unitaire. D’apres la démonstration du
(@) théoreme précédent, le polynéme A est le polynéme de plus petit degré parmi les polyndémes unitaires de

I\ {0k x) }-

16.2. PGCD d’un nombre fini de polynémes
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Proposition 174. — Soient un entier r > 2 et (A1, Az, ..., A;) € (K[X]\ {OK[X}})T. Alors
AlK[X] +A2K[X] ++ATK[X] = {A1P1 +A2P2++ATPT : (Pl,PQ,...,PT) € K[X]T}
est un idéal. Son générateur unitaire est le PCGD des polynomes Ay, A, ..., A, i.e.

AKX+ AKX +... + AKX = (A1 AA A A A) KX
16.3. Relation de Bézout pour le PGCD d’un nombre fini de polynémes

Corollaire 175. — Soient un entier r > 2 et (A1, A, ..., A,) € (K[X])". Alors

H(Pl,Pg,...,PT)EK[X]T Ay NASN ... NA =A1PL+AP+...+ AP,

Ezercice 176. — Soient un entier r > 2 et (A, As,..., A,) € (K[X])". Démontrer que ﬂ A;K[X] est un idéal de
i=1

K[X] et que son générateur unitaire est le PPCM P; A P, A ... A P, des polyndmes A;, As, ..., A,.

16.4. Notion de polyndome irréductible sur un corps

Définition 177. — Soit P € K[X]. P est dit irréductible sur K si

degP > 1
et
V(Pl,PQ)GK[X]Z P:P1P2:>(P1€K0[X] O’U,PQGK()[X]).

Le polynome P est dit réductible sur K, s’il n’est pas irréductible sur K.

Q) On peut donc penser & un polynoéme de K[X], irréductible sur K, comme & un polynéme non constant, qui
v n’admet pas de factorisation non triviale dans K[X].

Soit P € K[X]. Soit L un sur-corps de K qui est un sous-corps de C : K C L C C. Le polynéme P peut
étre irréductible sur K, mais réductible sur L. Par exemple, le polynéme X2 + 1 est irréductible sur R, mais
@ réductible sur C puisqu’il se factorise en

X241 =(X—i)(X +19)

dans C[X].
16.5. Irréductibles de K[X] de degré 1, 2, 3
Exercice 178. — Démontrer que tout polynéme de K[X] de degré 1 est irréductible sur K.

Exercice 179. — Soit P un polynome de K[X] tel que deg P € {2,3}. Démontrer que P est irréductible sur K si et
seulement si il ne possede pas de racine dans K.

Ezxercice 180. — Démontrer qu'un polynoéme de R[X], de degré impair supérieur ou égal & 3, n’est pas irréductible sur
R.
Exercice 181. — Donner un exemple de polynéme P dans R[X] qui n’admet pas de racine dans R, et qui n’est pas

irréductible sur R.

16.6. Deux résultats de primalité relative dans K[X]

Lemme 182. — Soient A et B des polynémes de K[X] tels que AN B = 1. Alors, pour tout (n,m) € N2,
A" ANB™ =1.
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Lemme 183. — Soient A, By, ..., B, des polynomes de K[X] tels que A est premier avec chacun des polynomes
n
Bi,...,B,. Alors AN HBk =1.
k=1
16.7. Décomposition d’un polyndéme de K[X] en produit de polyndémes irréductibles sur K

Lemme 184. — Soient A et B des polynomes irréductibles sur K, unitaires et distincts. Alors AN B = 1.

Démonstration. On raisonne par I’absurde. Supposons donc que D := A A B # 1. Alors deg(D) > 1. Comme D divise
A, il existe Q@ € K[X] tel que A = DQ. Comme A est irréductible et deg D > 1, il vient @ € K[X]. Comme A et D
sont unitaires, nous avons @ = 1, soit D = A. De méme, nous établissons D = B. Ainsi A = B, ce qui contredit une des
hypotheses. O

Théoréme 185. — Soit P € K[X] tel que deg P > 1.

1. Il existe r € N*, des polynomes Py, ..., P. € K(X] irréductibles sur K, unitaires et deuz-d-deuz distincts,
des entiers naturels non nuls ny,...,n, tels que :

P =dom (P) P/ ... P

2. Cette décomposition de P en produit de facteurs irréductibles est unique a l’ordre prés, i.e. étant donnés

s € N*, des polynomes Q1, . .., Qs € K[X] irréductibles sur K, unitaires et deuz-a-deux distincts, des entiers
naturels non nuls ma, ..., ms tels que P = dom (P) Q7" ... Q7<, alors
e r=s

e il existe une bijection o: [1,r] —— [1,r] telle que, pour tout i € [1,7], Q; = Py(;) et m; = ng(y.

Démonstration. Quitte & remplacer P par son normalisé, on peut supposer que dom (P) = 1.

e Existence. On raisonne par récurrence forte sur le degré de P. Pour tout d € N*, notons P(d) le prédicat en la
variable d : tout polynéme unitaire de K[X| de degré d admet une décomposition en produit d’irréductibles, comme
dans ’assertion 1 du théoreme.

— Initialisation & d = 1. Soit P € K[X] un polynome unitaire, tel que deg P = 1. Alors P est irréductible sur
K. On peut donc ’écrire sous la forme introduite dans ’assertion 1 du théoreme, en posant

r=1 s P1:P s n1:1.

— Hérédité. Soit d € N* fixé. Supposons P(k) vraie pour tout k € [1,d]. Soit P un polyndéme unitaire de degré
d+ 1.

- Si P est irréductible sur K, alors on peut ’écrire sous la forme introduite dans I'assertion 1 du théoreme,

en posant
r=1 y P1 =P y ny = 1.

- Si P n’est pas irréductible sur K alors il existe A, B € K[X] des polyndmes unitaires tels que P = AB,
deg A > 1 et deg B > 1. Puisque

degA+degB=degAB=degP =d+1

nous en déduisons deg A € [1,d] et deg B € [1,d]. Nous appliquons ’hypothése de récurrence & A et & B

pour obtenir I'existence de r,s € N*, de polynémes Aq,..., A, irréductibles sur K, unitaires et deux-a-
deux distincts, de polyndémes By, ..., B, irréductibles sur K, unitaires et deux-a-deux distincts, d’entiers
naturels non nuls nq,...,n,, my,...,ms tels que

A=P" . P™ et B=Q" .. QM.

D’ou
— 1 Ny MH)M1 Mg
P=PM .. PwQM™ ... Q™.

T

En regroupant éventuellement les polynoémes P; et Q; égaux (i € [1,7], j € [1,s]), nous obtenons une
écriture de P comme dans 'assertion 1 du théoreme.
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e Unicité. On présente uniquement une esquisse de preuve, en étant moins formel que pour ’existence, en raisonnant
« par itérations successives ». Soient deux décompositions en produits d’irréductibles de P, comme dans l'assertion

2 du Théoreme :
P P =P=Q" ...Q7.

— Le polynéme P; divise le polynéme P (car m; > 1), donc le polyndéme Q7™ ... Q7. Le polyndéme P; ne
peut pas étre premier avec tous les polynémes Q1, .. ., Qs, sinon le théoréeme de Gaufl serait mis en défaut. Par
conséquent, quitte a ré-indexer les polynémes 1, . .., Qs, on peut supposer Py AQq # 1. Alors, d’apres le lemme
184, P; = Q1. D’aprés le lemme 184 et le lemme 182, P{** est premier avec les polynémes @52, ..., Q"'s. Grace
au lemme 183, nous en déduisons que P;"' est premier avec le polynéme Q5" ...Q"=. D’aprés le théoréme de
GauB, P divise Q7" = P/ et donc ny < my. Alors

P Pt = QT Qe

Si my > ny, alors le polynéme @1 = P; divise le polyndéme P52 ... P/, ce qui n'est pas possible, puisque P;
est premier avec les polyndmes P, ..., P. (adapter le raisonnement précédent). Ainsi, n; = mq et

no Ty mo mg
P2 P =QUR L. QM.

— En itérant ce procédé, on démontre le résultat souhaité. La bijection o qui figure dans I'assertion 2 du théoreme
est « cachée » dans les ré-indexations éventuelles des polynémes Q;, j € [1, s].

O

Exercice 186. — Soit P € K[X] un polynéme unitaire, de degré supérieur ou égal a 1. On considére la décomposition
de P en produit de polynémes irréductibles
pP=p" .. P

our € N* Py,...,P. € K(X] sont des polynomes irréductibles sur K, unitaires et deux-a-deux distincts, nq,...,n, sont
des entiers naturels non nuls. Quels sont les diviseurs unitaires de P ?

16.8. Irréductibles de C[X] et irréductibles de R[X]

Théoréme 187. —

1. Soit P € C[X].
P est irréductible sur C <= degP =1

2. Soit P € R[X].

degP =1
P est irréductible sur R <~ ou
P est de degré 2 et de discriminant strictement négatif

16.9. Décomposition en produit d’irréductibles dans C[X]

Corollaire 188. — Soit P € C[X] tel que deg P > 1. La décomposition de P en produit de facteurs irréductibles
dans C[X] est « de la forme »

r
P =dom (P) [[(X — o)™
k=1
o
e 1 est un entier naturel non nul
e «y,...,0, sont des complexes deuz-d-deux distincts

® ny,...,n, sont des entiers naturels non nuls.

Démonstration. 1l s’agit d’'une conséquence des théoremes 185 et 187. g
Remarque 189. — L’entier r est le nombre de racines complexes deux-a-deux distinctes de P, les complexes aq, ..., o,

sont les racines complexes deux-a-deux distinctes de P et pour tout k € [1,7], ng est ordre de multiplicité de la racine
A de P.
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Remarque 190. — Soit P € C[X] de degré supérieur ou égale a 1. Soient a, ..., . les racines complexes deux-a-deux
distinctes de P et nq,...,n, leurs multiplicités respectives. Alors, dans le corps des fractions rationnelles C(X)

T

P’ ng
F_;X—ak.

16.10. Décomposition en produit d’irréductibles dans R[X]

Corollaire 191. — Soit P € R[X] tel que deg P > 1. La décomposition de P en produit de facteurs irréductibles
dans R[X] est « d’une des formes suivantes »

1. Cas ou P n’a aucune racine dans R

P = dom (P) H(X2 + apX + b))
=1

2. Cas ot P n’a aucune racine dans C\ R (i.e. est scindé sur R)

T

P =dom (P) J](X —ax)™
k=1

3. Cas ou P a une racine dans R et une racine dans C\ R

T S

P =dom(P) JJ(X — o)™ [(X*+ arX + b)™
k=1 =1
ol
e r et s sont des entiers non nuls
® Ny, ...,Nyp,M1,..., M, sont des entiers non nuls
e «ay,...,q, sont des réels deuz-a-deuz distincts
o (ay,b1),...,(as,bs) sont des couples deuz-a-deuz distincts de réels tels que pour tout k € [1,s], a% < 4by,.
Démonstration. 1l s’agit d’une conséquence des théoremes 185 et 187. 0

Exercice 192. — Décomposer le polynome P = X* + 16 en produit d’irréductibles dans C[X], puis dans R[X].

Exercice 193. — Soit n € Nx5. Nous posons P := X" — 1.
1. Décomposer P en produit de facteurs irréductibles dans C[X].

2. En déduire la décomposition de P en produit de facteurs irréductibles dans R[X], en distinguant deux cas, suivant
la parité de n.

17. Algebres

Notation. — Dans toute la suite du document, la lettre K désigne un corps.

17.1. Définition d’une K-algebre

Définition 194. — Soit A un ensemble muni

e d’une loi de composition notée + 4

Ax A — A

A (@y) — z4ay
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e d’une loi de composition notée x
AxXxA — A

A ‘ (r,y) = TXxay

e d’une loi de composition externe a domaine d’opérateurs dans K

KxA — A

Nz) — Az
On dit que (A,+4, X 4, .) est une K-algébre si les propriétés suivantes sont vérifiées.
(A1) (A, 44, ) est un K-espace vectoriel.
(A2) (A,+4,%xa4) est un anneau.

(A3) les trois opérations X 4, . et Xk vérifient la propriété de compatibilité suivante.

Vo mzy) EKXKxAxA (Az)xa(p-y)=Axkp) (zxay).

17.2. Exemples de K-algebres

Exemple 195. — Le corps K est naturellement une K-algebre. En effet, (K, +k, Xk, Xk) est une K-algebre.

Exzemple 196. — Soit un entier n > 2. Soit n € N>2. Sur M,,(K), nous disposons d’une addition et d’une multiplica-
tions internes et nous avons déja observé que (M, (K),+, x) est un anneau. Si I’on définit 'opération - par

(AN M) — XM= (X xk [M];;)

1<i,5<n

alors(M,,(K), +, ) est un K-espace vectoriel, de dimension finie n?. On vérifie que (M,,(K), +, x, - ) est une K-algebre.

Exemple 197. — Soit E un K espace vectoriel. Sur £ (F), muni de nous disposons d’une addition et d’une multiplica-
tions internes et nous avons déja observé que (£ (E),+,0) est un anneau. Si 'on définit opération - par :

KxL(E) — L(E)
E — E
A A N )
alors (L (E),+, - ) est un K-espace vectoriel. On vérifie que (£ (E),+,0, - ) est une K-algébre.

Exemple 198. — Sur K[X], muni de nous disposons d’une addition et d’une multiplications internes et nous avons
déja observé que (K[X],+, x) est un anneau. Si 'on définit 'opération - par :

K xK[X] — K[X]
+oo

(MP) o APi=) Axk [Pl X"
k=0

alors (K[X],+, ) est un K-espace vectoriel. On vérifie que (K[X], +, X, - ) est une K-algebre.

Exercice 199. — Soit X un ensemble non vide. On note F(X,K) l'ensemble des applications de X dans K. Munir
F(X,K) d’une structure de K-algebre naturelle.

17.3. Sous-algébres

Définition 200. — Soit K un corps et soit (A,+, x, - ) une K-algébre. Une partie B de A est appelée sous-K-
algébre de (A, +, X, - ) si B est d la fois un sous-K-espace vectoriel de (A,+, -) et un sous-anneau de (A,+, X).

Exercice 201. — Soit un entier n > 2. On note 7, (K) 'ensemble des matrices triangulaires supérieures de M,,(K).
Démontrer que T, (K) est une sous-algebre de M,,(K).

Exercice 202. — Soit  un nombre réel. Démontrer que Vectq ((2"),,cn) st une sous-Q-algebre de R.
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Proposition 203. — Soit (A,+, x, - ) une K-algébre et soit B une sous-K-algébre de (A,+, X, - ). Alors les
applications induites :

B —> B B2 — B KxB — B
XB ‘B

B (o) — oty (@) — zxy Aha) — Ao

sont biens définies et (B,+p,Xp, ‘B ) est une K-algébre.

17.4. Morphisme d’algebres

Définition 204. — morphismes d’algébres Soient (A1, +1, X1, -1 ) et (Aa,+2, X2, -2 ) deux K-algeébres. Une appli-
cation f: (A1, +1, X1, 1) — (Aa, +2, X2, 2 ) est appelé morphisme de K-algébres si les deuz propriétés suivantes
sont vérifiées.

1. f est une application K-linéaire de (A1, +1, -2 ) vers (A, +2, -2 ).

2. f est un morphisme d’anneaux de (A1, +1, X1) et (Aa, +2, X2).

Exemple 205. — Soient n € Nxo et M € M, (R). On considére de nouveau I’application :
(K[X]v"_vov ) — (MR(R)7+7X7 )

+oo +oo
P P=Yaxt — PM)=) aMF
k=0 k=0

L’application ¢ est un morphisme de R-algebres.

Proposition 206. — Soient (A1, +1, X1, 1), (A2, +2, X2, 2 ), (A3, +3, X3, '3 ) trois K-algébres et
fi (A1, +1, X1, 1) — (A2, +2, X2, 2) g: (Az,+2, X2, 2) — (A3, +3, X3, *3)

deuz morphismes de K-algébres. Alors lapplication :

(A17+17><17 '1) — (A37+37X37 '3)
gof
) — 9(f(21))

est un morphisme de K-algébres.

Définition 207. — Un morphisme de K-algébre qui est bijectif est appelé isomorphisme de K-algébres.
Exemple 208. — Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2, muni d’une base . On considére de nouveau
I’application :

(ﬁ(E),—l—, o, - ) — (Mn(R)7+a X, )
Mats(-) S — Matg(f)

Alors Matg( - ) est un isomorphisme de R-algebres.

Proposition 209. — Soit K un corps, soient (A,+4,Xa, -4) et (B,+p,%xp, -5) deur K-algébres et
f: (A, +4,%Xa, -a) — (B,+B, XB, ‘B ) un isomorphisme d’anneauz. Alors la bijection réciproque :
f—l (B7+B7XBa 'B) — (A)+Aa><A7 'A)
b — lunique élément a de A tel que f(a) =b

est un isomorphisme de K-algebres.
17.5. Propriété universelle de K[X| (HP)

Proposition 210. — Pour tout K-algebre A et tout élément a de A, il existe un unique morphisme de K-algebres

o: K[X] — A
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tel que p(X) = a.

Démonstration. Soient A une K-algébre et a € A.
o Unicité.
Supposons que le morphisme de K-algebres ¢: K[X] —— A tel que p(X) = a existe. Comme (1) = 14 et ¢

respecte les multiplications
VneN ¢(X")=a"

Comme ¢ est de plus K-linéaire

400 +o00 +o0
VP e K[X] o(P)=¢ (Z[P]n Xn) = Z[P]n p(X™) = Z[P]n a”

n=0 n=0 n=0

Ainsi, ¢ est nécessairement 'application
K[X] — A
“+oo
P — Y [Plya”
n=0

ce qui assure son unicité.

o FEzistence.
Guidés par notre étude de 1'unicité, nous considérons I'application :

K[X] — A
“+o0
2P Y [Pt

n=0
— K-linéarité de . Soient (A, ) € K? et (P,Q) € K[X]%

“+o0
P(AP+pQ) = Y [AP+puQl,a"  [définition de ]

n=0

+00
= Z (A[P]n + u[Q]n) a™ [définition de + dans K[X]]

n=0

+oo “+o0
= A (Z[P]" a") + (Z[Q]n a”) [regles de calcul dans la K-algebre A]

n=0 n=0

= do(P)+ pe(Q) [définition de ¢]
— L’application o respecte les multiplications. Nous introduisons deux applications

B ‘K[X]XK[X] — A o B ’K[X]XK[X] — A
! (P,Q) —  o(PQ) ? (P,Q) — o(P) x4 9(Q)

En utilisant les régles de calculs dans les K-algebres K[X], A et la linéarité de ¢ nous vérifions que
(%) les applications By et By sont bilinéaires.
Par ailleurs, pour tout (n,m) € N2
By (X", X™) = (X)) =a"™™ et By (X", X™) = p(X") x40 (X™)=a" x4 a™ =a"t™

Ainsi
(%) V(n,m) € N? B (X", X™)= By (X", X™)
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Soit (P, Q) € K[X]2.

(PQ)

MATHEMATIQUE

Bi(P,Q)
+o0 +o0
By <Z[P1nX“, ) [Q]me>
n=0 m=0
+oo +oo
YD ([Pla[@lm) B (X", X™)
n=0m=0
+00 400
> D ([Pla[@lm) B2 (X", X™)
n=0m=0
+o0 +o0
B2 <Z[P]an7 Z [Q]me>
n=0 m=0
B2(P’ Q)

e(P) x4 0(Q)

— Valeur de p(1). D’aprés la définition de ¢, ¢(1) = a® := 14.

— Valeur de o(X). D’aprés la définition de ¢,

o(X) =a.

[d’apres (*)]

[d’aprés (%))

[d’aprés (¥)]

MPI-MPI* 2425

O

Remarque 211. — La proposition précédente généralise I'exemple 205 et caractérise la K-algébre K[X] & unique

isomorphime de K-algebres pres.
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