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Révisions sur les espaces préhilbertiens

(1) Définition d’un produit scalaire. — Un produit scalaire sur un R-espace vectoriel E est une application :

ExE — R
(z,y) — (x,y)

(o)

qui vérifie les axiomes suivants.

(a) { -, - ) est bilinéaire :
) 3 (A +py,z) = X(z,z)+p(y,2)
V()\“U/)ER V,(x7y,z)€E { (x,/\y—FuZ) = /\<I‘,y>+,u<$,2’>
(b) (-, - ) est symétrique :
V(r,y) € B* (x,y)=(y,x)
(¢) (-, - ) est positive :

VeeE (z,x)>0
(d) (-, - ) est définie :
VeeE (z,z2)=0—= 2=0g

(2) Produits scalaires usuels. — 1l convient de savoir démontrer que chacune des applications suivantes est un
produit scalaire.

R” xR" — R
(a) <.’ > ((331,.-~,33n);(yla---vyn)) — Z-szz

) (- oy | MmN R

R[X] x R[X] — R
+o0
R N Y L

CO([O, 1],R) x CO([O, I}TR)
1

(f.9) — A,ﬂﬂﬂﬂdt

M, p(R) x M, ,(R) —

R
n p
(e () (4, B) — (AT xB) =3 3[4l
=1 j=1
(3) Trois identités remarquables. — Fixons un espace préhilbertien réel (E,( -, - )) pour la suite. On pose :
VeeE |lz|:=V{z,z) [norme du vecteur z]

On dipose de trois identités remarquables.

(a) Développement du carré de la norme d’une somme de deux vecteurs.
2 2 2
V(z,y) € B> ety =llzll”+llyll" +2(z, y)
(b) Développement du carré de la norme d’une somme d’un nombre fini de vecteurs.

2 p
Zm =S llzlP+2 > (a o)
=1

1<i<j<p

V(.Th..., EEp

(¢) Identité de polarisation.
1 2 2
V(oy) e B2 (a,y) =7 (le+yll —[lz—ylP)

En conséquence, 'application || - || : E —— R détermine le produit scalaire ( -, - ): Ex E —— R.
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(4) Inégalité de Cauchy-Schwarz et son cas d’égalité. — Le premier résultat saisissant est [’inégalité de Cauchy-
Schwarz et son cas d’égalité.
(a) Pour tout (z,y) € E?, [(@, y)| < ||z [|y]l.
our tout (x,y) € , (@, = ||z si et seulement si la famille de vecteurs (x,y) est lie.
b) Pour tout (z,y) € E? y y || si 1 i la famille d t Y lié

La démonstration de ce résultat est & connaitre. Dans le cas ot @ € F et y € E\ {Og}, on peut remarquer que
I’application :
R — R

Pl s ety =yl 242z, y) t+ 2]

est polynomiale de degré 2 et ne prend que des valeurs positives ou nulles, pour en déduire que :

A(f)=4(a,y)* =4z | [ly|I* <0

@ | Ce résultat est un outil précieux dans des problémes d’optimisation (e.g. recherche d’un maximum).
(5) Inégalité de Minkowski et son cas d’égalité. — De l'inégalité de Cauchy-Schwarz et de son cas d’égalité, on

déduit l’inégalité de Minkowski et son cas d’égalité.
(a) Pour tout (z,y) € E?, ||z +y|| < [[z|+]ly]l.

(b) Pour tout (z,y) € E?, ||z +y||=||x||+]||y]|| si et seulement si x = 0 ou il existe A € R, tel que y = A .
(6) Un espace préhilbertien réel est naturellement muni d’une norme. — L’application :
(R
v — lz|l:= (2, z)

est une norme sur F.

(a) Homogénéité.
Vhe) eRxE |[Az|[= Al [[z]|

(b) Séparation.
VeeFE ||z]|=0 = z=0g

(¢) Inégalité triangulaire (inégalité de Minkowski).

V(z,y) € B2 |z +yll <zl +]yll

En conséquence, la fonction distance :

ExFE — R+
(z,y) +— |lz—vyll

est 1-lipschitzienne, i.e. :

V(x,y) € B |llz|| =yl | <|lz -yl [seconde inégalité triagulaire]
(7) Vecteurs orthogonaux. — Deux vecteurs x et y de E sont dits orthogonauz si (x, y) = 0. Dans ce cas, on note
rz 1Ly.
(8) Famille orthogonale/orthonormale de vecteurs. — Soit (z;);c; une famille de vecteurs de E.

(a) La famille (x;);ecs est dite orthogonale si :
V(i,j)el* i#j = x L,
(b) La famille (z;);cs est dite orthonormale ou orthonormée si :

V(’L,])EIQ <IZ7I]>:517]

DAVID BLOTTIERE 2 VERSION DU 26 FEVRIER 2025



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

Orthogonalité et liberté. — Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre.

En conséquence, si E est de dimension finie, une famille orthogonale de vecteurs non nuls comportant dim (F)
vecteurs est une base de F.

Théoréme de Pythagore. — Le théoréme de Pythagore stipule que, pour toute famille orthogonale (x1,..., %)

de vecteurs de F :
n 2 n
2
> owk|| = Il
k=1 k=1

x
Vecteur normalisé d’un vecteur non nul. — Le normalisé d’un vecteur non nul x € F est le vecteur W

x
Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. — Soit (ey,...,e,) une famille libre de vecteurs de
E. On construit une famille (¢}, ...,¢e},) de vecteurs de E de proche en proche comme suit.

(i) €} est le vecteur normalisé de &1 := e;.

(ii) Pour tout ¢ € [1,n —1] :

i
£;41 est le vecteur normalisé de g,41 := €;41 — Z (€iy1, €L ) %
k=1

Alors :
!

(a) la famille (&,...,e]) est bien définie et orthonormale;

rn

(b) pour tout i € [1,n], Vect (e1,...,e;) = Vect (¢],...,€}).

La démonstration des propriétés (a) et (b) est & connaitre (récurrence forte). De plus, on doit savoir appliquer cet
algorithme, dans les cas n = 2 et n = 3, dans un espace préhilbertien réel « concret ».

Matrice de passage d’une base a son orthonormalisée par ’algorithme de Gram-Schmidt. — Supposons
que l'espace E est de dimension finie. En appliquant ’algorithme de Gram-Schmidt & une base B = (ey,...,e,) de
E, on obtient une base C = (&}, ...,e}) de E et la matrice de passage :

Pg_c = Matcﬁ(id)
est triangulaire supérieure, avec des coefficients diagonaux strictement positifs.

Espaces euclidiens et bases orthonormées. — Supposons que le R-espace vectoriel £, muni d’un produit
scalaire ( -, - ), est de dimension finie n > 1. On dit alors que (E, ( -, - )) est un espace euclidien.

L’espace E posséde une base orthonormée (conséquence de lalgorithme de Gram-Schmidt déja expliquée).

Théoréme de la base orthonormée incompléte. — Si (eq, ..., €p,) est une famille orthonormée (donc libre) de
vecteurs de E (p < n), alors on peut la compléter en une famille orthonormée (e1,...,ep, ept1,...,€,) de vecteurs
de F, qui est une base orthonormée de F.

Coordonnées dans une base orthonormée, produit scalaire et norme. — Les trois propriétés suivantes
mettent en lumiere qu’il est aisé de travailler dans un espace euclidien muni d’une base orthornormée.

Munissons F d’une base orthonormée B = (eq, ..., e,) et considérons deux vecteurs z,y de E.

(a) Coordonnées dans une BON.

n
T = (z,e) e
i=1
L1 Y1
(b) Produit scalaire et norme dans une BON. Soient X = | © | et Y = [ : [ les coordonnées des vecteurs z et
In Yn

y dans la base B. Alors :

<x,y>:XT><Y:ZIz‘Z/¢ et ||”H:W: fo
i=1 =1
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(a7)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

Sous-espaces vectoriels orthogonaux. — On ne suppose plus le R-espace vectoriel E de dimension finie.

Deux sous-espaces vectoriels F' et G de F sont dits orthogonaux si :
VeeF VyeG (xz,y)=0
Sous-espaces vectoriels orthogonaux et somme directe. — Si Fi, ..., F}, sont des sous-espaces vectoriels de
E deux a deux orthogonaux, alors la somme F; @ ... ® F), est directe.
Orthogonal d’une partie. — Soit A une partie de E. L’orthogonal de A est la partie A+ de E définie par :
At :={x€E :VYacE (a,z)=0}

L’orthorgonal de A est un sous-espace vectoriel de F.

Calcul de 'orthogonal d’un sous-espace vectoriel engendré. — Si z1,...,x, sont des vecteurs de E :
1
Vect (z1,...,2p) ={y€E : (y,z1)=...=(y,z,) =0}

Pour déterminer l'orthogonal du sous-espace vectoriel Vect (z1,...,x,), on est ainsi ramené a résoudre le systéme
linéaire :

< Yy, T > =0

(y,n) = 0
d’inconnue y € F.
Somme d’un sous-espace et de son orthogonal, orthogonal de son orthogonal. — Soit F' un sous-espace

vectoriel de E. Alors :
(a) la somme F @ F* est directe;
(b) Fc (FL)*.

@ | Si le sous-espace vectoriel F' est quelconque, il peut arriver que F' @ F+ # E et F # (F L)L.

Projeté orthogonal d’un vecteur sur un sous-espace vectoriel de dimension finie. — Le résultat suivant
est fondamental et « sa » démonstration est a connaitre.

Soient F' un sous-espace vectoriel de dimension finie
de Eet z € E.

(a) 11 existe un unique vecteur y de E tel que :

yeF et xz—yeF*t

Ce vecteur y est noté pr(x) et est appelé pro-
jeté orthogonal de = sur F.

(b) Si (f1,...,fp) est une base orthonormale de F
F:

pr(z) =Y (x, fi) f:

i=1

Pour calculer pp(x), on dispose de deux grandes méthodes :

e déterminer une base orthonormée de F' (e.g. en appliquant 1’algorithme de Gram-Schmidt & une base de F),
puis appliquer la formule (b);

e déterminer un vecteur y tel que :
yeF et r—yeFt

Définition d’un projecteur orthogonal. — Un projecteur p de E est dit orthogonal si Ker (p) L Im (p).
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(24) Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimension finie. — Soit F' un sous-espace vectoriel
de dimension finie de F.

(a) Projection orthogonale de E sur F. L’application :

E — E
r +— pr(x) quiest I'unique vecteur y € F tel que z —y € F*-

Pr
est un projecteur orthogonal, appelé projection orthogonale de F sur F.
(b) Noyau et image de la projection orthogonale de E sur F.
Ker (pr) = F+ et Im(pr)=Ker(pp —idg) =F

(c) Expression de la projection orthogonale de E sur F d Uaide d’une base orthonormale de F. Si (f1,..., fp) est
une base orthonormale de F', alors :

p
VeeE Y (xz, fi)fi
=1

(25) Rappel sur la distance d’un vecteur a une partie non vide. — Soit € F et A une partie non vide de E.
La distance de x a A est définie par :

d(z,A) :=inf {||x —al| : a € A}
Nous savons démontrer que ’application :

E — R,
z +— d(z,A) =inf{||z—al|l : a € A}

est 1-lipschitzienne (avec des passages & la borne inférieure soignés), donc continue. En outre, nous savons établir
que :

VecE d(z,A)=0 < z€ A [ A désigne Padhérence de A]

(26) Somme d’un s.e.v. de dimension finie et de son orthogonal, orthogonal de son orthogonal. — Soit F'
un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Alors :
(a) FO Ft=F
(b) F=(FY)".
Pour établir ces deux résultats, on peut prendre appui sur la projection orthogonale de E sur le sous-espace vectoriel
F de dimension finie.

(27) Distance d’un vecteur a un sous-espace vectoriel F' de dimension finie. — Soient F' un sous-espace
vectoriel de dimension finie de F et z € E. On note pp: E —— E la projection orthogonale de E sur F.

FJ_
(a) d(z, F) = ||z — pp(z) |
(b) Vy e Iy #pr(x) = |lz—yll > d(z, F) .
2 2
(© 1121 = llpr(@) |I* + (e, F)? " F
O | pr(z) |

La distance de x & F' est donc atteinte en un unique K
point de F, qui est le projeté orthogonal pr(z) du z — pr(z)
vecteur x sur F'.

(’-) | Ce résultat est un outil précieux dans des problémes d’optimisation (e.g. recherche d’un minimum).

(28) Projection sur un hyperplan d’un espace euclidien, distance d’un vecteur a cet hyperplan. — Suppo-

sons E de dimension finie (E est donc euclidien). Considérons un hyperplan H de E et v un vecteur non nul normal
a H (i.e. un vecteur de base de la droite vectorielle H+). Alors, pour tout vecteur x de E :
(a) le projeté orthogonal de x sur H est :
(z,v)
- 2
vl

pu(z) =
(b) la distance de z a H est :

do 1 = )

vl
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