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Notation. — La lettre K désigne le corps R ou C.

1. Polynémes d’un endomorphisme, d’une matrice carrée

Notation. — Dans cette partie, F¥ est un K-espace vectoriel et n un entier naturel non nul.

1.1. Définition d’un polynéme d’endomorphisme, d’un polynéme de matrice

Définition 1. — Soient P € K[X], u € L(E) et M € M, (K).
L’endomorphisme de E

La matrice
+o0 placs
u) = uk P(M) = [P] M*
Pl = 3 IPl 2 [Pl

) R ] est appelée polynome de matrices en M.
est appelé polynome de l’endomorphisme u.

Exzemple 2. — Soient u € L (E) et M € M, (K). Si P = X3 —2X? 47X +4, alors

Pu)=v®—2u*+Tu+4idg et  P(M)=M>—-2M*+7M +41,

Remarque 3. — Supposons E de dimension finie n > 1 et considérons une base B de E. Comme

(‘C<E)7+ao7 ) — (MR(K)a+7Oa )

v — Matp(v)

Matg( - )

est un morphisme de K-algebres, pour tout (P,u) € K[X] x L (E)

400 +o0
Matg(P(u)) = Matg (Z[P]k uk> = Z[P}k Matp(u)® = P (Matg(u))

k=0 k=0

e SiPeK[X],ue L(E) etz e E alors
P(u)(z) est 'image du vecteur  par ’endomorphisme P(u) de E
et est donc bien défini. En revanche
P(u(x)) n’a aucun sens, puisqu’on ne peut considérer les puissances du vecteur u(x) de E.
e Si Pe K[X], M e M,,(K) et X € M,, 1(K) alors
P(M) X est le produit du vecteur X par la matrice P(M)

et est donc bien défini. En revanche

P(M X) n’a aucun sens, puisqu’on ne peut considérer les puissances du vecteur colonne M X.

1.2. Les morphismes de K-algébres P — P(u) de K[X] dans L (E), P — P(M) de K[X] dans M,,(K)

Théoréme 4. — Soient u € L(E) et M € M, (K).

L’application L’application
(K[X],+, %, -) — (L(E),+,0, ) (K[X],+, %, ) — (Mp(K),+,x, -)
L4 P —s  P(u) = io[P]k u” ¥ P —s  P(M):= io[P]k M*
k=0 k=0
est un morphisme de K-algébres. est un morphisme de K-algébres.

Démonstration. On démontre le résultat pour I’application .

DAVID BLOTTIERE 2 VERSION DU 2 FEVRIER 2025



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

1. L’application ¢ est K-linéaire

“+o00 “+ o0
Soient (A, i) € K? et (P, Q) € K[X]2. Posons P = Z a; X et Q= Z bi X", ot (a;)ien et (b;)ien sont des familles
i=0 i=0

de scalaires presque nulles.

+o00 +oo +o0
P(AP+pQ) = (AP+pQ)(u) = Z()\aﬂr,ubi)ui = Z)\aiui+ubiui = <Z a;u >+u (Zb u ) = Ap(P)+pp(Q)

=0 1=0 =0

2. L’application o respecte les multiplications internes.

+oo “+o0
Soit (P, Q) € K[X]?. Posons P = ZaiXi et Q = ZbiXi, ol (a;)ien et (b;)ien sont des familles de scalaires
i=0 i=0

presque nulles. En considérant plusieurs manieres de sommer sur ’ensemble {(z, j)EN? @ j< i}, il vient

+oo 1 +o0 o0
(P x Q)(u E E a; Zju = E ajbi_ju’ = E E a;bi_ju’ ou7.
i=0 j=0 0<j<i<+oo =0 i=j

Puis, grace a la linéarité de u, nous obtenons

+o0 400 +o00 o0 +oo
(P xQ)(u Zaju] Zbi,j T Z ajuj o <Z by, uk> = Zajuj o <Z by uk> = P(u) o Q(u)
i=j §=0 k=0 j=0 k=0

3. L’application ¢ respecte les élément neutres des multiplications internes.
@(1) =1 idE = idE

O
1.3. Deux polynémes d’un méme endomorphisme, d’'une méme matrice, commutent
Corollaire 5. — Soient P,Q € K[X], u € L(E) et M € M, (K).
P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u) | P(M) x QM) = Q(M) x P(M)
Exemple 6. — Soient Ay, ..., \. des scalaires, my, ..., m, des entiers naturels non nuls et P = H (X — )™ € K[X].
k=1

1. Siu € L(E) alors P(u) = (u— A\ idg)™ o...0(u— ), idg)™" et les r facteurs commutent.
2. Si M € M, (K) alors P(M) = (M — A\ I,)"™ x ... x (M — X\ I,)™" et les r facteurs commutent.

1.4. K-algébre engendrée par un endomorphisme, par une matrice

Corollaire 7. — Soient u € L(E) et M € M,(K).

1. L’ensemble 1. L’ensemble
K[u] := Vectk ((uk)keN> K[M] := Vectk ((Mk)keN>
est une  sous-algébre  commutative  de est  une sous-algébre commutative  de
(‘C(E)v"i'aO) ) Mn( ) )
2. Klu] est la plus petite sous-algébre de 2. K[M] est la plus petite sous-algébre de
(L(E),+,0, ) qui contient u. (M, (K), + -) qui contient M.
3. Klu] est appelée sous-algébre engendrée par u. 3. K[M] est appelee sous-algébre engendrée par M .

Exzemple 8. — Si u un projecteur (u? = u) ou une symétrie (u? = idg) de E, alors K[u] = Vectk (idg, u).

. _f(a b
Exemple 9. — Soit M = (c d

Xar(M) = M? — tr (M) M + det (M) I, = (Cﬁil’dj b{ffj;é)) (atd) (ccz Z) "+ (ad— be) ((1) (1)> _ (8 8)

) € M5(K). On calcule
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De l'identité
X (M) =M —tr (M) M+ det (M) I, = 0y (r) [théoréme de Cayley-Hamilton pour une matrice (2, 2)]
nous déduisons K[M] = Vectk (12, M).

01 0

Ezercice 10. — Soit M = [0 0 1| € M3(K). Démontrer que (I3, M, M?) est une base de K[M].
0 0 0
1 0 O

Ezercice 11. — Soit D= (0 j 0 | € M3(C). Démontrer que (I3, D, D?) est une base de C[D].
00 j?

1.5. Idéal annulateur d’un endomorphisme, d’une matrice

Corollaire 12. — Soient u € L(E) et M € M, (K).

L’ensemble L’ensemble
Amn(u) == {P e K[X] : P(u)=0gp)} Amn(M) = {P e K[X] : P(M) =0pm,x)}
est un idéal de K[X], appelé idéal annulateur de u. est un idéal de K[X], appelé idéal annulateur de M.
Remarque 13. — Supposons E de dimension finie n > 1. Considérons une base B de F et v € L (E). Comme, pour
tout P € K[X]
P(u) =0gp) <= Matg(P(u)) = O, (k) [Matg( - ) est linéaire et injective]
< P (Matg(u)) = O, (k) [remarque 3]

il vient Ann(u) = Ann (Matg(u)).

Exercice 14. — Soit M; et My deux matrices de M,,(K), semblables sur K. Démontrer que Ann(M;) = Ann (My).

Ezxercice 15. — Déterminer I'idéal annulateur Ann(V') de I'endomorphisme
v RN S RN
u= (un)nen > V(u) = (unt1)nen
de RN.
Exercice 16. — Déterminer 'idéal annulateur Ann(A,,) de I’endomorphisme
A, C,[X] — C,[X]
P — A (P)=F
de C,[X].
Exercice 17. — Déterminer I'idéal annulateur Ann(Ay de I’endomorphisme
A ClX] — C[X]
P +— AP)=P
de C[X].

Exercice 18. — Soit M = € M3(C). Démontrer que

o = O
—_ o O
o O =

Ann(M) = (X* —1) C[X]
puis que (1, X, X?) est une base de C[M].

1.6. Polyné6me minimal d’un endomorphisme d’un espace de dimension finie, d’une matrice
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Corollaire 19. — Soient u € L(E) et M € M, (K).

1. Si E est de dimension finie, alors
Amn(u) :={P € K[X] : P(u) =0gr)}

est un idéal de K[X] distinct de {Ox[x]}

2. Le générateur unitaire de Ann(u) est noté ., (ou
) et est appelé polynome minimal de w.

3. Ann(u) = p, K[X]
4. Sid:=degu, > 1, alors

(idE,u, . ,udil)

est une base de Klu].

MATHEMATIQUE

MPI-MPI* 2425

. L’ensemble

Ann(M) := {P € K[X] : P(M) = Op,x)}

est un idéal de K[X] distinct de {Ox[x]}-

. Le générateur unitaire de Ann(M) est noté ups

(ou mpr) et est appelé polynome minimal de M.

. Ann(M) = pupy K[X]
. Sid:=degupy =1, alors

(In,M,..., M)

est une base de K[M].

Exercice 20. — Soient D € M,,(K) une matrice diagonalisable sur K et A1,..., A, ses valeurs propres deux a deux
distinctes.

1. Démontrer que 7p = H (X =X\
i=1
2. Donner une base de K[D].

Exercice 21. — Soient N € M,,(K) une matrice nilpotente de nilindice v > 1. Ainsi N = 04, (k) et Nv—1 £ O, (K)-
1. Démontrer que 7y = X".
2. Donner une base de K[N].
FEzxercice 22. — Supposons E de dimension finie n > 1. Soit u un endomorphisme cyclique de F, i.e. tel que
Jz e E  (z,u(z),...,u" '(z)) est une base de E
1. Démontrer que 7, = Xy.

2. Démontrer que {v € L(E) : vou=wuov}=: Com(u) = Klu].

1.7. Valeurs propres et polyndmes annulateurs d’un endomorphisme, d’une matrice
Proposition 23. — Soient P € K[X], u € L(E) et M € M, (K).
1. Pour tout (\,z) e K X E 1. Pour tout (A, X) € K x M,, 1(K)
u(z)=Az = Pu)(z)=PNx MX=XX = PM)X=PXNX

2. Si P annule u, alors toute valeur propre de u est
racine de P.

2. Si P annule M, alors toute valeur propre de M
est racine de P.

e Soient u € L (E), P un polyndéme annulateur de u et A € K. Alors
A€ Spec(u) = P(\) =0k

mais la réciproque est fausse. En effet le polynéme (X — 1)(X — 2024) annule v = idp mais 2024 n’est pas
g% valeur propre de idg.
e Soient M € MM, (K), P un polynéme annulateur de M et A € K. Alors

A € Speck (M) = P(\) =0k

mais la réciproque est fausse. En effet le polynome (X — 1)(X — 2024) annule M = I,, mais 2024 n’est pas
valeur propre de I,,.

Remarque 24. — Comme la conjugaison complexe est un automorphisme du corps C, I'application
ClX] — ClX]
—+o0
o = __
P — P:= Z ap X k
k=0
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est un automorphisme de 'anneau C[X]. Nous en déduisons que, pour tout P € R[X], pour toute racine complexe A\ de
P

1. X est une racine de P;
2. mult (A, P) = mult (X, P).

Ezercice 25. — Soit A € My(R) telle que A*> —3 A+ 41, = 0, (r). Démontrer que det(A4) > 0.
Ezercice 26. — Soit A € M, (R) telle que A2 + I,, = O, (r)- Démontrer que n est pair.

Exemple 27. — Soit A € M, (R) telle que A% + A% + A = O, (r)- Nous allons démontrer que le rang de A est pair
et que la trace de A est un entier négatif.

e Soit ¢ ’endomophisme de M, ;(C) canoniquement associé a A, i.e.

Mnyl(C) — Mn,l(C)
v X s AX

e Comme X (X — j)(X —j) annule ¢ et les polynomes X, X — j, X — j sont deux & deux premiers entre eux (puisque
irréductibles, unitaires, distincts), le lemme des noyaux livre

M;,1(C) = Ker () @ Ker (p — j id) @ Ker (¢ — j id)

Soient By une base (éventuellement vide) de Ker (o), B; une base (éventuellement vide) de Ker (¢ — j id) et By une
base (éventuellement vide) de Ker (¢ — j id). Dans la base B := By # B; # B; de M,,1(C) la matrice de ¢ est

Matg(p) =diag | 0, ..., 0,5, ..., J,J,y ey ]
N—— ——

a fois b fois c fois

o a := dim (Ker (¢)) > 0, b := dim (Ker (¢ — j id)) > 0, ¢ := dim (Ker (¢ — j id)) > 0.
e Nous en déduisons que B
XA = Xe = XMats(p) = X* (X — )P (X —j)°
Comme A est & coefficients réels, x4 € R[X]. Ainsi
XX =)' (X =) =xa=xa=X"(X~])"(X )
D’apres 'unicité de la décomposition de x4 en produit d’irréductibles de C[X], b = ¢. Ainsi
7)

rg(A)=b+c=2b€2Z et tr(A):bj+cj:2bRe<—1+i

— _%cZ
2 2 € f<o

1.8. Les racines du polynéme minimal sont les valeurs propres pour un endomorphisme, pour une matrice

Théoréme 28. — Soit A € K.

Supposons E de dimension finie. Soit u € L (E). Les Soit M € M,,(K). Les trois assertions suivantes sont
trois assertions suivantes sont équivalentes. équivalentes.
1. X € Spec(u) 1. X\ € Speck (M)
2. xu(\) =0k 2. xm(N\) =0k
3. Fu(/\) =0k 3. 7TM(>\) =0k
0 2 -1
Exemple 29. — On consideére la matrice A= | -1 3 —1]| € M3(R).
-1 2 0
1. Montrer que A n’admet qu’'une seule valeur propre que ’on déterminera.

[\}

. La matrice A est-elle inversible 7 Est-elle diagonalisable ?

3. On admet que x4(A) = Oprq,(r) (théoréme de Cayley-Hamilton). Déterminer, en justifiant, le polynéme minimal de
A.

. Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par (X — 1)? et en déduire la valeur de A™.

W
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2. Lemme des noyaux

Remarque 30. — Soient P € K[X] et u € L (E). Alors les sous-espaces
Ker (P(u)) ={x € E : P(u)(z) =0g} et Im (P(w)) ={P(u)(x) : z € E}

sont stables par u.

Lemme 31. — Soient Py,..., P. des polynomes de K[X]| deuz-d-deux premiers entre euz. Pour tout i € [1,7],
posons
T
Q; = H P;
j=1
i

1. Le PGCD des polynomes Q1,...,Q, est 1.
2. Pour tout i € [1,r], P, A Q; = 1.

Lemme 32. — Soient u € L (E) et Py,..., P, des polynomes de K[X]| deuz-d-deuz premiers entre eux.

.
1. Le sous-espace Ker ((H Pk> (u)) stable par u se décompose en
k=1

Ker <<H Pk) (U)> = @Ker (Pr(u)) [lemme des noyaua]
k=1 k=1
2. Soit £ € [1,r]. La projection m¢ de Ker ((H Pk> (u)> sur Ker (Py(u)) parallélement d @Ker (Pr.(u))
k=1

w{(i12)e) ~ (i)

T = Tk — Ty
k=1
~* €Ker(Px(u))

i.e.

T

est un polynome en u, i.e. mp € Ku].

Ezemple 33. — Soit p un projecteur de E. Comme X2 — X = X (X — 1) annule p et X A (X — 1) = 1, le lemme des
noyaux nous livre E = Ker (p) @ Ker (p — idg) (décomposition d’un espace sous un projecteur). On rappelle que

VeeE = pl) + z-p)
N~~~ N——
€Ker(p—idg) €Ker(p)

et que Im (p) = Ker (p — idg).

Ezemple 84. — Soit s une symétrie de E. Comme X2 —1 = (X +1)(X —1) annule s et (X +1)A(X —1) = 1, le lemme
des noyaux nous livre E = Ker (s + idg) ® Ker (s — idg) (décomposition d’un espace sous une symétrie). On rappelle que

VereFE ac:%(x—i—s(ac))—i— %(m—s(w))

eKer(s—idg) eKer(s+idg)

Exercice 35. — Soit f € L(E) tel que f? — f —2idp = Oz(p).
1. Prouver que f est bijectif et exprimer f~! en fonction de f.
2. Prouver que F = Ker (f +idg) ® Ker (f — 2idg).
3. Dans cette question, on suppose que F est de dimension finie. Prouver que Im (f + idg) = Ker (f — 2idg).

Exercice 36. — On suppose que E est un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et on considére u € L (F) tel
que v +u? +u = Oz(B)-
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1. Démontrer que Im (u) @ Ker (u) = E.
2. En déduire, grace au lemme des noyaux, que Im (u) = Ker (u2 +u+ Id).

3. On suppose que u est non bijectif. Déterminer les valeurs propres de u.

Exercice 37. — Trouver tous les endomorphismes u de R™ tels que u® — 4u? + 4u = 0 et tr (u) = 0.

3. Endomorphismes cycliques et matrices compagnons (HP)

3.1. Matrices compagnons

Proposition 38. — Soient ag,...,an-1 €K, P=ag+a1 X +... +an_1 X" 1+ X" et

0O ... ... 0 —ag
1 . —
CP)=1|¢9 . - € M,(K) [matrice compagnon du polynome P]
: : 0 —ap—2
0O ... 0 1 —ap_1

Le polynome caractéristique xc(py := det (X I, — C(P)) de la matrice C(P) est égale a P.

Démonstration. Soit A € K. En appliquant ’opération élémentaire L,y < L,_1 + A L,,, nous obtenons

A 0 ap

A 0 ao . .

. . -1 . . ai
-1 . . ay
. . 0
Xepy(A) =] o . e : =
A 0 an—3

: . . A Ap—2 . .

0 ... 0 —1 Xtan: : =1 0 AMHap_1 At an—s
o ... ... 0 -1 A+ an—1

En appliquant ensuite l'opération élémentaire L, _o < L,,_s + A L,_1, nous obtenons

A ag
-1 . ai
0
xepy(N) =1+ . 0 X 0 0 n-a
-1 0 0 XNH4ar 1N +a,o2N+a,_3
: .o—-1 0 ANt apn 1 A+ an_o
0 oo oo .0 -1 At a1
En appliquant successivement les opérations élémentaires
Ly Lns+ALn_s , ... , Li+ Li+\Lo
nous obtenons
0o ... ... ... ... 0 A" 4+ et A" Ao NP2 a A Fag
-1 . AN g, N2 g, S A3t as A+ ag
0 : .
xepy(N=| 1 " 0 0 0 A4t 1 X4 an 2 AN+ an 3 A+ an_4
-1 0 0 Nt an 1 A2+ an oA +a, 3
: .o=1 0 AN tapn 1 AFano
o ... ... ... 0 -1 A Q1

DAVID BLOTTIERE 8 VERSION DU 2 FEVRIER 2025



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

En développant par rapport a la premiere ligne, il vient finalement

Xer () = (CD™ (W 4 4 XU a3 VR A+ ag) [Tt = POV

O
3.2. Endomorphismes cycliques
Définition 39. — Supposons E de dimension finie n > 1. Un endomorphisme u de E est dit cyclique si
dzeE  (z,u(®),...,u" " (2))
est une base de E.
Théoréme 40. — Supposons E de dimension finie n > 1 et considérons un endomorphisme u de E qui est
cyclique. Alors
Xu(u) = Oz(p) [théoréme de Cayley-Hamilton pour un endomorphisme cyclique]
Démonstration.
i) Soit z € E tel que
B, := (z,u(x),...,u" "} (z))
est une base de E. Comme le vecteur u™(z) € F
I (ag, .- an_1) EK® u™(x) =agx +aju(x) +... a,_1u" " (2)
ii) Nous calculons
0 0 ap
1 : ap
Matgz(u) = 0 = C(P)
. . 0 Ay —2
0 ... 0 1 Ap—1
ouP=—-ag—a1 X +...—apn_1 X" 4+ X" D’apres la proposition 38
(%) Xu = XMatp, (u) = —00 — a1 X + ... — ap_g X" 7"+ X"
iii) De (%), nous déduisons qu’il nous faut démontrer
—ap dg —a1u+ ... —ap_1u" U = 0z(E)
ou, de maniére équivalente (55, est une base de F), que
Vie[o,n—1] —aou'(z) —ayu™(z)+ ... — ap_y v T(z) + 0" (z) = 0p
iv) Soit i € [0,n — 1]. Le vecteur —ag u'(z) — a; ut1(x) — ... + ap_1 " 1T (z) + u"T(z) bgale le vecteur
u' | —apr —ayut(x) + ... —ap_qu" " (z) + u"(2)
=05
qui est nul.
O

4. Théoréme de Cayley-Hamilton
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Théoréme 41. — Supposons que E est de dimension finie.
Pour tout u € L (E) Pour tout M € M, (K)
Xu(®) = Oz(E) xm (M) = O0pq,, (k)
ou de maniére équivalente ou de maniére équivalente
0, divise x,, dans K[X] mar divise xar dans K[X]
Démonstration.

i) Il nous faut démontrer que

VeeE xu(u)(z)=0p
L’assertion est claire pour x = Og. Considérons un vecteur non nul =z de E.

ii) L’ensemble
{keN : lafamille (z,u(x),...,u"(z)) est libre}

contient 0 (x # Og) et est majoré par dim (E). Ainsi
dy :=max{k € N : la famille (z,u(z),... ,uk(:ﬂ)) est libre}

est bien définie.

iii) Comme la famille (z,u(z),...,u% (z)) est libre et la famille (z,u(z),...,u% (z),u®"!(z)) est libe
ubt(x) € Vect (2, u(z),...,u" (z))
On en déduit que le sous-espace vectoriel
F, = Vect ((z, u(z),... ,ude ()))

est stable par .

iv) Notons up, I’endomorphisme de F, induit par w, i.e.

8

UF,

x

‘F — F,
y o u(y)

Comme

<(E7UF1,(SU), .. .,uFd””(:I:)) = (:C,u(:zc), . 7ud’”(czz))

est une base de F,, Pendomorphisme up, de F, est cyclique (par construction).

v) Nous savons que x.,, divise x, dans K[X]. Il existe donc Q € K[X] tel que x, = Q Xu, - Nous calculons

@@ = QW) (vur, (1))
dy .
- Q(U)<_ [xm]iw(x))

dy
= Q(u) ( [XuFr]z uﬂ(m)) [Si i € [0,d,], alors ul(m) = uF:(m)]

=0
= Qu) (Xup, (ur,)(2))
= 0Op [d’apres le théoréme 40)
d
Ezxercice 42. — Déterminer les polynomes minimaux des matrices suivantes.
110 100 1 10 1 11
Al = 0 1 0 A2 = 0 1 1 Ag = 0 1 1 A4 = 0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
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110 1 00 1 10 1 1 1
B;:=(0 10 By:=(0 1 1 Bs:=[0 1 1 By,:=[0 1 1
0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 2
. . 1 -2
Ezercice 43. — Soit A= (1 4 ) € My(K).
1. Calculer le polynéme minimal de A.
2. En déduire A™, pour tout n € N.
3. Calculer exp(A).
3 1 -1
Ezercice 44. — Soit A=[1 3 —1]| € M35(K).
1 1 1
1. Calculer le polynéme minimal de A.
2. En déduire A™, pour tout n € N.
5. Polyn6émes annulateurs et réduction
5.1. Caractérisations algébriques de la diagonalisabilité
Théoréme 45. — Supposons que E est de dimension finie.
Pour tout u € L (F), les trois assertions suivantes sont Pour tout M € M,,(K), les trois assertions suivantes
équivalentes. sont équivalentes.
1. L’endomorphisme u est diagonalisable. 1. La matrice M est diagonalisable sur K.
2. Il existe un polynome P € K[X] scindé d racines 2. Il existe un polynome P € K[X] scindé d racines
simples sur K tel que P(u) = Oz(g). simples sur K tel que P(M) = 04, (k) -
3. Le polynome minimal m, de u est scindé a ra- 3. Le polynome minimal wp; de M est scindé a ra-
cines simples sur K. cines simples sur K.
Démonstration. Nous ne considérons que le cas des endomorphismes.
e 1 = 2. Supposons ’endomorphisme u diagonalisable. Alors
I
(*) E= @ Ey, (u)
i=1
ou Aq,..., A sont les valeurs propres deux a deux distinctes de u. Nous vérifions que le polynéme

P = H(X - Ai) [scindé & racines simples sur K]
i=1

annule u, i.e. que

P(u) = (u— X idg)o...o(u— A idg) = Og(p)

Soit ¢ € [[1,n]. Comme des polynémes d’endomorphismes en u commutent

Plu)y=(u—X idg)o...o(u—A—1idg) o (u—Aip1 idg)o...o(u— A, idg) o (u—X\; idg)

donc P(u) est nul sur Ker (u — A; idg) = Ej, (u). Grace a (x), nous en déduisons que P(u) est nul sur E tout entier.

e 2 = 3. Supposons qu’il existe oy, ..., qa, des éléments de K deux a deux distincts tel que le polynéme

P = H(X*ai)

annule u. Ainsi
P € Ann(u) = m, K[X]

et m, divise P dans K[X]. D’apreés le théoréme fondamental de I’arithmétique dans K[X]

T

3(m17...,m7«) S {O,l}r Ty = H(X_ai)mi

i=1

et m, est scindé a racines simples sur K.
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e 3 = 1. Supposons qu’il existe aq,...,a, des éléments de K deux a deux distincts tel que

T

Ty = H(X — ;)

i=1

Comme les polynoémes X —aq, ..., X — «a, sont irréductibles, unitaires et deux a deux distincts, ils sont deux a deux
premiers entre eux. D’apres le lemme des noyaux

(o) Ker(mu(u)) = @) Ker (u— a; idg)

i=1

Comme 7, (u) = Oz(p) et les racines de 7, sont les valeurs propres de u, I'identité (+x) s’écrit encore

F = é EA(U)

AESpec(u)

L’endomorphisme u est donc diagonalisable.
O

Ezxercice 46. — Soit u € L (C™) tel que uP = idg, ou p € N*. Démontrer que u est diagonalisable et que ses valeurs
propres sont des racines de I'unité.

Exercice 47. — Soit A € M,,(C).
1. Sila matrice A? est diagonalisable sur C, la matrice A est-elle nécessairement diagonalisable sur C ?

2. On suppose la matrice A2 inversible et diagonalisable sur C. Démontrer que la matrice A est diagonalisable sur C.

5.2. Polynéme minimal et diagonalisabilité d’un endomorphisme induit

Corollaire 48. — Supposons que E est de dimension finie. Soient u € L (E) et F' un sous-espace vectoriel de E
stable par u. On note up l’endomorphisme de F l’induit par u.

1. Le polynome m,,. divise le polynome m, dans K[X].

2. Siu est diagonalisable alors up [’est également.

5.3. Codiagonalisation (HP)

Ezxercice 49. — Supposons que E est de dimension finie n > 1.

1. Soient u et v deux endomorphismes de F, diagonalisables et tels que uw o v = v o u. Démontrer qu’il existe une base
B de E telle que les matrices Matg(u) et Matp(v) soient diagonales.

2. Soient A et B deux matrices de M,,(K), diagonalisables sur K et telles que AB = BA. Démontrer qu’il existe une
matrice P € GL,,(K) telle que les matrices P~1AP et P~!BP soient diagonales.

5.4. Caractérisations algébriques de la trigonalisabilité

Théoréme 50. — Supposons que E est de dimension finie.
Pour tout M € M, (K), les trois assertions suivantes

Pour toutw € L (E), les trois assertions suivantes sont o
sont équivalentes.

équivalentes.

1. L’endomorphisme u est trigonalisable. 1. La matrice M est trigonalisable sur K.

2. Il existe un polynome P € K[X]| scindé sur K
tel que P(M) = Opq,, (k)-

3. Le polynome minimal wpy de M est scindé sur
K.

2. Il existe un polynome P € K[X] scindé sur K
tel que P(u) = 0z (p).

3. Le polynome minimal w, de u est scindé sur K.

Démonstration. Nous ne considérons que le cas des endomorphismes.

e 1 = 2. Supposons ’endomorphisme u trigonalisable. Son polynéme caractéristique x,, est scindé sur K et il annule
u d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton.
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e 2 = 3. Supposons qu’il existe ay,...,a, des éléments de K deux a deux distincts et mq,...,m, € N* tel que le
polynéme

i=1
annule u. Ainsi
P € Ann(u) = m, K[X]
et m, divise P dans K[X]. D’aprés le théoréme fondamental de arithmétique dans K[X]

T

I(mh,...,ml) € [T10,m] mu = [[(X — an)™
=1

i=1
et m, est scindé sur K.
e 3 = 1. Supposons qu’il existe aq, ..., a, des éléments de K deux a deux distincts et mq,...,m, € N* tel que

r

mu = [ J(X — ;)™

i=1
Comme les polynémes X — ag,..., X — a, sont irréductibles, unitaires et deux a deux distincts, les polynomes
(X —a)™, ..., (X —a,)™ sont deux & deux premiers entre eux. D’apreés le lemme des noyaux

()  Ker(m(u) = P Ker ((u—a; idg)™)

i=1

Comme 7, (u) = Oz(pg), 'identité (x) s’écrit encore

(%*) E= @Ker ((u— o idg)™)
i=1

=:F;

Fixons ¢ € [1,7]. Le sous-espace F; est stable par u. Nous pouvons donc considérer ’endomorphisme up, de F;
induit par u, i.e.
Ker ((u— a; idg)™) — Ker((u— a; idg)™)
UF; x — u(x)
Comme, pour tout z € Ker ((u — a; idg)™)
(up, — a; idg)"™ (2) = (u — a; idg)™ (z) = 0g

L’endomorphisme up, — «; idp, de F; est nilpotent. Il existe donc une base B; de F; telle que la matrice Matg, (up, —
a; idp,) est triangulaire supérieure stricte. Nous en déduisons que la matrice

Matg, (ur,) = Matg, (ur, — o; idF,) + o; Matp, (idF,) = Matg, (ur, — o; idr,) + & Igim(r,)
est triangulaire supérieure (avec des coefficients diagonaux tous égaux & «;).

D’aprés (%%) la famille

B:=B # ... #B,

est une base de E. Comme les sous-espaces F1, ..., F}. sont stables par u
Matg(u) = diag (Matg, (up,), ..., Matg, (ur,))
Comme chacune des matrices Matg, (up,), ..., Matp, (ur, ) est triangulaire supérieure, la matrice Matps(u) est, elle

aussi, triangulaire supérieure.
O

5.5. Cotrigonalisation (HP)

Exercice 51. — Supposons que E est de dimension finie n > 1.

1. Soient u et v deux endomorphismes de E, trigonalisables et tels que u o v = v o u. Démontrer qu’il existe une base
B de FE telle que les matrices Matg(u) et Matp(v) soient triangulaires supérieures.

2. Soient A et B deux matrices de M, (K), trigonalisables sur K et telles que AB = BA. Démontrer qu’il existe une
matrice P € GL,(K) telle que les matrices P~1AP et P~1BP soient triangulaires supérieures
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6. Sous-espaces caractéristiques d’un endomorphisme & polynéme caractéristique scindé

6.1. Décomposition de I’espace en somme directe de sous-espaces caractéristiques, si x, est scindé sur K

Théoréme 52. — Supposons E de dimension finie n > 1 et considérons un endomorphisme u de E tel que Xy
est scindé sur K. Notons A, ..., . ses valeurs propres deux d deux distinctes et myq, ..., m, leurs multiplicités

respectives, de sorte que
T

xu=[J(X =)™

i=1

1. Pour tout i € [1,7], le sous-espace
N; :=Ker ((u — \; idg)™)

est appelé sous-espace caractéristique associé a la valeur propre \;.

2. L’endomorphisme u décompose l’espace E en

3. Pour tout i € [1,r], dim (N;) = m,.

Remarque 53. — On conserve les notations du théoréeme 52. Soit ¢ € [1,r]. On a l'inclustion
Ey, (u) :==Ker (u— \; idg) C Ker ((u — \; idg)™) =: N;
Mais cette inclusion peut-étre stricte. Par exemple si v est I’endomorphisme de K? défini par

K2 — K2
(z,y) +— (y,0)

alors 0 est la seule valeur propre de u, x, = X2 et

Ker (u — 0 idgr2) = Ker (u) = Vect ((1,0)) € Ker ((u -0 idRz)Q) = R?

6.2. De la classe de similitude d’une matrice a polynéme caractéristique scindé sur K

Corollaire 54. — Soit une matrice M € M,,(K) tel que xpr scindé sur K. Notons A1, ..., A, ses valeurs propres
deux da deux distinctes et mq, ..., m, leurs multiplicités respectives, de sorte que

r
xu = [J(X =)™
i=1
Alors il existe des matrices
Ty € THH(K),...,T, € T T (K) [matrices triangulaires supérieures strictes]
telles que M est semblable a la matrice diagonale par blocs

M1, +1T1

Ao I, + 15

ML + 7T,
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