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Notation. — Dans tout ce chapitre, la lettre K désigne un corps.

1. Compléments d’algebre linéaire

Notation. — La lettre E désigne un K-espace vectoriel.

1.1. Projecteurs associés a une décomposition en somme directe

P
Proposition 1. — Soient un entierp > 2 et E1, ..., E, des sous-espaces vectoriels de E tels que E = @ FE;. Pour tout
i=1
» 1
i € [1,p], m; désigne la projection de E sur E; parallélement a @EJ— :

j=1
i

p
E=E — E
j=1

p

T = E Z; —  Z;
1~
7=l ¢k,

Uy

P
Alors Zm— =idg et, pour tout (i,j) € [1,p]? tel que i # j, m o m; = Or(p)-
i=1

@ Une démonstration de la proposition 1 doit étre connue.

P
Ezercice 2. — Soient un entier p > 2 et 7, ..., m, des projecteurs de F tels que Z 7; = idg et, pour tout (i, §) € [1,p]?
i=1
» K3
tel que i # j, m; o mj = Oz(g). Démontrer que F = @Im (7).
i=1
1.2. Dimension d’une somme de sous-espaces vectoriels
Rappel. — Soient un entier p > 2 et Ey,..., E, des K-espaces vectoriels. Si I'on définit sur :
P
HEZ :{(xl,...,:cp) LI GEl, ceey Tp GEP}
i=1
P
une addition + et une multiplication par un scalaire - composante par composante, alors H FE;,+, - | est un K-espace
i=1
’ P
vectoriel. De plus, si les K-espaces vectoriels Ey, ..., E, sont de dimension finie, alors le K-espace vectoriel HEl est
i=1
également de dimension finie et :
P P
i=1 i=1
Proposition 3. — Soient un entier p > 2 et Ey,...,E, des sous-espaces vectoriels de E, que nous supposons ici de

dimension finie.
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1. dim <Zp:E> < zp:dim (E%)

i=1
P P P

2. La somme ZEi est directe si et seulement si dim <Z E2> = dim (E;).
i=1

i=1 i=1

Eléments de démonstration. L’application :

A R o
i=1 i=1
(T1,...,2p) —> T1+ ...+

est linéaire et surjective. O

1.3. Construction d’applications linéaires et décomposition en somme directe
P
Proposition 4. — Soient un entier p > 2, Ey,..., E, des sous-espaces vectoriels de E tels que E = @El et F' un

i=1
K-espace vectoriel. Alors :

P
V(u,...,up) € HE(Ei,F), lue L(E,F), Vie[l,p], upg =w
i=1
1.4. Sommes et produits de matrices définies par blocs

Remarque 5. — Soient un entier n > 2 et p € [1,n — 1]. Il est parfois utile de considérer une matrice de M,,(K) comme

une matrice par blocs :
A B
C D

ou Ae My(K), Be My n_,(K), C e My_p, ,(K) et D e My_pp np(K).

Proposition 6. — Les matrices par blocs s’additionnent et se multiplient comme des matrices 2 X 2. Plus précisément,

sotent : A N
_ 1 B (A B
M1 = (Cl D1> et Mg = <02 D2)

ot (A1, Az) € M,(K)?, (B1,Bs) € My ,—p(K)?, (C1,C2) € Myy—ppn(K)? et (D1, D2)? € My—p—p(K)?. Alors :

A1 +A2 Bl +BQ A1A2 +3102 AlBQ —|—BlD2
My + M = t MM, =
A (cl +Cy Dy+ D ¢ W=\ 014, + DyC, CyBy + Dy Ds
Remarque 7. — On peut généraliser les formules de la proposition 6 a une décomposition en un nombre arbitraire de
blocs.
Ezercice 8. — Soient ny,...,n, des nombres entiers naturels non nuls et A; € M, (K), ...,4, € M, (K). Quel lien

existe-t-il entre les puissances de la matrice :

Ay
M := [matrice diagonale par blocs]
Ap
et les puissances des matrices Ay,..., 4,7
Remarque 9. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2 muni d’une base B = (eq,...,e,) et u € L(E).

Considérons la décomposition par blocs de Mats(u) suivante :

Matgs (1) = (é‘, g)

ou A € My(K), B e Mp,—»n(K), C € My_, ,(K) et D € My_p,—p(K). Nous allons donner une interprétation
géométriques des différents blocs A, B, C, D.
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(a) Nous décomposons l’espace vectoriel E pour refléter la décomposition de la matrice Matg(u) en blocs. Soient F le
sous-espace vectoriel engendré par la famille libre Br = (e1,...,ep) et G le sous-espace vectoriel engendré par la
famille libre Bg = (ep41,...,en) de sorte que E = F & G.

(b) Nous introduisons les applications linéaires canoniquement associées a la décomposition de E introduite en (a).
Soient i l'injection canonique de F' dans F, pp la projection de E sur F parallelement a G correstreinte a F, ig
Iinjection canonique de F' dans F, pg la projection de E sur G parallelement a F' correstreinte a G :

E — F
; Fr — FE n 4
Flae w— a2 br Z i € inei
° ~~ °
=1 cK i=1
E — G
; G — E n n
Cle — 2 be Z i € Z Ti€i
° ~~~ .
i=1 ¢k i=p+1

(¢) Nous pouvons alors proposer une interprétation géométrique des matrices A, B, C, D.

A =Matp, (prouoir) B = Matg, B, (prouoig) C = Matg, s (pgouoir) D = Matp, (pgouoig)

1

Ezercice 10. — Soient M € GL,(K), L € M ,(K) et P = (O Y

). Démontrer que P est inversible et exprimer P!

en fonction de M~ et L.

Exercice 11. — Soient A € GL,(K), C € My, ,,_,(K), D € GL,_,(K). Démontrer que M = (O D

A C> est inversible et

exprimer son inverse en fonction de A=, D~ et C.
1.5. Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs

A B

Théoréme 12. — Soit M = (O D

>, ot Ae M,(K), Be M, ,_»,(K), D e M,_,(K). Alors :

det (() M) = det (() A) det (() D)

Plus généralement, si ny,...,n, sont des nombres entiers naturels non nuls, si :
Al * N *
M = ’ o [matrice triangulaire supérieure par blocs|
’ *
Ap

ou Ay € My, (K), ...,A, € My, (K), alors :

det (M) = ﬁ det (Ay)

@ Une démonstration du théoréme 12 doit étre connue.
Remarque 13. — Les formules du théoreme 12 valent également pour des matrices triangulaires inférieures par blocs.

Exercice 14. — Soient A € M,(K), B€ M, ,_,(K) et D € M,,_,(K).

1. Démontrer : y
Inp 0\ B -
det< 0 A > det< 0 I, > =det (4).

2. En écrivant judicieusement la matrice ( ) comme un produit de deux matrices définies par blocs, démontrer

0 D
la premiere assertion du théoreme 12.
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Exercice 15. — Soient (A, B,C, D) € M,,(K)* telles que C et D commutent et D soit inversible. Démontrer que :

A B
det( c D)det(ADBC’).

AD-BC B

On pourra écrire la matrice < 0 D

) comme un produit de deux matrices définies par blocs.

Exercice 16. — Soit (A, B) € M,(R)2.

1. Démontrer que

A B
det(B A):det(A—l—B)det(A—B)

2. Démontrer que :

A B . )
det( B 4 ) =det (A +iB) det (A —iB)

On pourra multiplier certaines lignes et colonnes de ( ) par ¢ et effectuer des opérations sur les lignes et les

-B A

colonnes.

3. Démontrer que :
A B
det < _B A ) >0

det (A* 4+ B?) >0

4. Supposons que AB = BA. Démontrer que :

5. Démontrer que I'inégalité de la question 4 ne vaut pas nécessairement lorsque A et B ne commutent pas.

2. Eléments propres d’un endomorphisme

2.1. Sous-espaces stables et endomorphisme induit

Notation. — Dans cette partie, on note ¥ un K-espace vectoriel.

Définition 17. — Soient u € L (E) et F' un sous-espace vectoriel de E. On dit que F' est stable par u, ou que u stabilise
F, siu(F)CF,ie. si:
Ve e F wu(z) € F.

Remarque 18. — Les sous-espaces vectoriels {Og} et E sont stables par tout endomorphisme de E.
Exercice 19. — Soit u € L (E). Démontrer que Ker (u) et Im (u) sont stables par u.

Ezercice 20. — Déterminer les sous-espaces vectoriels de K[X] stable par la dérivation :

KX KX
|0 2

Définition 21. — Soient u € L (E) et F' un sous-espace vectoriel de E, stable par F'. L’application up définie par :

F — F

. . F
{uF est la restriction-corestriction u IF}

est un endomorphisme de F', appelé endomorphisme de F' induit par u.

Exercice 22. — Soient F le plan de R? d’équation  + y + z = 0 et v 'endomorphisme de R? défini par :

" R3 — R?
(z,y,2) — (e+y+z,24+2y+2z,2+y+22)

1. Démontrer que la plan F' est stable par w.
2. Déterminer la matrice de ujp dans la base ((1,—1,0),(1,0,—1)) de F.
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3. Reconnaitre I’endomorphisme ug de F' 7

Ezercice 23. — Soit u € L (E) stabilisant toute droite de E.

1. Démontrer que :
Ve e E\{0g}, 3N €K, ul@)=A-z

2. Soient z,y deux vecteurs liés de E \ {O0g}. Démontrer que A, = Ay
3. Soient z,y deux vecteurs libres de E \ {Og}. En considérant le vecteur x + y, démontrer que A, = A,.

4. En déduire que u est une homothétie.
Ezercice 24. — Soit f 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique By = (e1,e2) est :

Matg, (f) = ((1) 1)

1. Déterminer toutes les droites de R? stables par f.

2. Soit D une droite stable par f. Justifier que D ne possede aucun supplémentaire stable par f.

Ezercice 25. — Donner un exemple d’endomorphisme de R? ne possédant aucun sous-espace stable non trivial.

2.2. Sous-espaces stables d’un espace vectoriel de dimension finie

Notation. — Dans cette partie, on note E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.
Définition 26. — Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie p > 1. Une base (e1,...,e,) de E est dite
adaptée a F si (e1,...,ep) est une base de F.

Il est possible de construire des bases adaptées a un sous-espace vectoriel grace au théoréme de la base incompleéte.

En effet, soient F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie p > 1, (f1, ..., f,) une base de F et (e1, ..., ey)
@ une base de E. D’apres le théoréme de la base incompléte, il existe (n — p) entiers 1 < i1 < i < ... <ip_p <N
tels que la famille B := (fl, e Ipe€iny e, ein_p) soit une base de E. Le base B de E ainsi construite est adaptée

a k.
Proposition 27. — Soient F' un sous-espace vectoriel de E de dimension p > 1 et u € L(E). Alors F' est stable par u

si et seulement si, pour toute base B de E adaptée a F :

Matis(u) = (‘3 g)

ot Ae My(K), Ce My, »(K) et De M, ,(K).

@ Une démonstration de la proposition 27 doit étre connue.

Définition 28. — Soient un entier p > 2 et des sous-espaces vectoriels de E notés Eq, Es,...,Ey,, de dimensions
»

respectivesny = 1,ma 2 1,...,n, 2> 1, tels que E = @Ei. Une base (e1,...,e,) de E est dite adaptée d la décomposition
i=1

P
en somme directe F = @EZ si:

i=1
(e1,...,6en,) est une base de Fy ;
(Eny41s--+)€nitny) €St une base de Fs ;
(en1+n2+_“+nk+1, . 7en1+n2+.4.+nk+nk+1) est une base de Ejy1 ;
(6n1+n2+...+np_1+17 e Cry st A1y = en) est une base de E,.
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On conserve les notations de la définition 28. Il est possible de construire des bases adaptées a la décomposition

P
en somme directe E = @El En effet, soit, pour tout k € [1, p], une base Br, = (ex,1,...,€kn,) de Fj. Alors
i=1
la famille :

2
O B:= Bl##Bp = (61,1,...761’7,41,62’17...,62’n2,...,ep’l,...,epynp)

obtenue en concaténant les familles B, ..., B, est une base de E, qui est adaptée a la décomposition en somme

P
directe £ = @ FE;.

i=1

Proposition 29. — Soient un entier p > 2, Ey,...,E, des sous-espaces vectoriels de E de dimensions respectives

p
ny = ling=1,...,n, 21, tels que F = @El et u € L(E). Alors chacun des espaces En, ..., E, est stable par u si et

i=1
P
seulement si, pour toute base B adaptée a la décomposition @Ei =F:
i=1
Ay
Matg(u) = [matrice diagonale par blocs)

ot, pour tout k € [1,p], Ax € My, (K).
2.3. Endomorphisme diagonalisable et droites stables

Notation. — Dans cette partie, on note E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

Définition 30. — Un endomorphisme u de E est diagonalisable s’il existe une base B de E tel que la matrice Matg(u)
est diagonale.

Exercice 81. — Soit u un endomorphisme de E. Démontrer I’équivalence des deux assertions suivantes.
1. IL’endomorphisme u est diagonalisable.

2. Le K-espace vectoriel E est somme directe de n droites stables par u.
2.4. Endomorphisme trigonalisable et drapeau stable

Notation. — Dans cette partie, on note E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

Définition 32. — Un endomorphisme u de E est trigonalisable s’il existe une base B de E tel que la matrice Matp(u)
est triangulaire.

Ezercice 33. — Un drapeau de F est une famille (Fy,..., F,) de sous-espaces vectoriels de F tel que :
e NCF, C...CF,;
e pour tout ¢ € [1,n], dim (F;) = 1.

Soit u un endomorphisme de E. Démontrer I’équivalence des deux assertions suivantes.
1. L’endomorphisme w est trigonalisable.

2. 1l existe un drapeau (F1,...,F,) de E formé de sous-espaces vectoriels de F stables par u.
2.5. Définition des valeurs propres et des vecteurs propres d’un endomorphisme

Définition 34. — Soit u € L(E).

1. Un scalaire A € K est une valeur propre de u si :
dzeFE x#0g etulx)=x
2. L’ensemble des valeurs propres de u est appelé spectre de u et est noté Spec(u).
Spec(u) :={Ae€K : 3z € E z#0g et u(z) = Az}

3. 8i X € Spec(u), alors tout vecteur x € E \ {Og} vérifiant u(x) = Az est appelé vecteur propre associé d la valeur
propre A.
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g% La condition « x # Og » dans la définition d’une valeur propre est essentielle. Si on 'omet, tout scalaire est
valeur propre, ce qui 6te tout intérét a 'introduction du concept.

Remarque 35. — Un vecteur propre est par essence non nul.

Ezercice 36. — Soient u € L (FE), A une valeur propre de u et 2 un vecteur propre de u associé & la valeur propre .
Démontrer que, pour tout k € K*, le vecteur kx est propre pour u associé a la valeur propre A.

Dans le cas ou K # F5, un endomorphisme v de E admettant une valeur propre A, posséde plusieurs vecteurs
@ propres associés & la valeur propre A (cf. exercice 36). On parlera « d’'un » vecteur propre et non pas « du »
vecteur propre pour u associé a la valeur propre A.

Proposition 37. — Soit u € L (E). L’endomorphisme u posséde une valeur propre si et seulement s’il existe une droite
de F stable par u.

@ Une démonstration de la proposition 37 doit &tre connue.
Ezercice 38. — Donner un endomorphisme « géométrique » de R? qui ne posséde aucune valeur propre.

Proposition 39. — Soient u € L(FE) et A € K.
1. Le scalaire \ est valeur propre de u si et seulement si ’endomorphisme u — \idg de E n’est pas injectif.

2. Si \ € Spec(u), alors l’ensemble des valeurs propres de u associé a la valeur propre X est Ker (u — Aidg) \ {0g}.

. . . . N . 1 3 , .
Ezercice 40. — Soit u I'endomorphisme de R? canoniquement associé & la matrice <3 1). Déterminer les valeurs

propres et les vecteurs propres de u.

2.6. Définition des sous-espaces propres d’un endomorphisme

Définition 41. — Soient u € L (FE) et A € Spec(u). Le sous-espace propre associé d la valeur propre X, noté Ey(u), est
défini par :

Ex(u) :={x € E : u(z) =} =Ker (v — \idg) [sous-espace vectoriel de E)
Remarque 42. — Par essence, un sous-espace propre n’est jamais réduit & {Og}.

Remarque 43. — Soit v € L (E).
1. Le scalaire 0 est valeur propre de u si et seulement si u n’est pas injectif.
2. Si 0 € Spec(u), alors Ey(u) = Ker (u).

2.7. Des sous-espaces propres distincts sont en somme directe

Théoréme 44. — Soient u € L (E), r un nombre entier supérieur ou égal d 2, et A1,..., A, des valeurs propres deuz a
deuz distinctes de u. Les sous-espaces propres Ey, (u), ..., Ey, (u) sont en somme directe.

@ Une démonstration du théoreme 44 doit étre connue.

2.8. Majoration du nombre de valeurs propres d’un endomorphisme d’un espace de dimension finie

Corollaire 45. — Supposons que ’espace vectoriel E est de dimension finie n > 1 et considérons un endomorphisme u
de E. Le spectre Spec(u) de u est un ensemble fini et |Spec(u)| < dim (F).

@ Une démonstration du corollaire 45 doit &tre connue.
2.9. Une méthode pour déterminer les éléments propres d’un endomorphisme
Soit u € L (F) et A € K un scalaire fixé. Considérons 1’équation :

(E\) u(z) =Xz [équation aux éléments propres]

O d’inconnue x € E, dont O est solution (u est linéaire).
1. Le scalaire A est valeur propre de u si et seulement si I’équation (€)) posséde une solution non nulle.
2. Si A € Spec(u) alors le sous-espace propre E)(u) est 'ensemble des solutions de I'équation (£)).

Ainsi, en résolvant toutes les équations aux éléments propres (€y), o A € R est un parameétre, on détermine
tous les éléments propres de u.
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2.10. Détermination des éléments propres d’endomorphismes usuels

Exercice 46. — Soit A € K*. On pose u := Aidg. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de u.

Exercice 47. — Soit p un projecteur de E tel que p # Oz(g) et p # idg. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces
propres de p.

Ezercice 48. — Soit s une symétrie de F tel que s # idg et s # —idg. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces
propres de s.

Ezercice 49. — Soit u € L (F). On suppose que u est nilpotent, i.e. qu’il existe n € N* tel que u™ = 0 (g). Déterminer
les valeurs propres et les sous-espaces propres de u.

Ezercice 50. — Déterminer les éléments propres de 'opérateur de dérivation sur K[X] :

K[X K[X
o |0 2

Ezercice 51. — Déterminer les éléments propres de 'opérateur de dérivation sur C*(R,R) :

C*R,R) — C*(R,R)
D /
f — f
2.11. Endomorphismes qui commutent et sous-espaces stables

Proposition 52. — Soient u et v des endomorphismes de E tels que uov = v o u.
1. L’endomorphisme v stabilise Ker (u) et Im (u).

2. Pour tout A € Spec(u), v stabilise le sous-espace propre Ey(u).

@ Une démonstration de la proposition 52 doit étre connue.

Remarque 53. — Soit u € L (E) et A € Spec(u). Comme u commute avec lui-méme, les sous-espaces vectoriels Ker (u),
Im (u) et E)(u) sont stables par w.

Ezxercice 54. — Supposons E de dimension finie et considérons un endomorphisme u de E.
1. On suppose que :
E =Ker (u) ® Im (u) (1)
Que dire de la matrice de u dans une base adaptée a (1) ?
2. On suppose qu’il existe des scalaires Aq,..., A, tels que :
p
E = P Ker (u— Aiidg) (2)
i=1

Que dire de la matrice de u dans une base adaptée a (2) 7

3. Eléments propres d’une matrice carrée

Notation. — La lettre n désigne un entier naturel non nul.
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3.1. Définition des éléments propres d’une matrice carrée

Définition 55. — Soit M € M,,(K).
1. Un scalaire A € K est appelé valeur propre de M si :

IX e Mu1(K) X #0p,,x) et MX = AX
2. L’ensemble des valeurs propres dans K de M est notée Specy (M).
Specg (M) ={Ae K : IX e M, 1(K) X # 00, ,k) ¢t MX = \X}
3. Si A € K est valeur propre de M, le sous-espace vectoriel :
Ex(M) ={X eM,1(K) : MX =2 X} =Ker (M — AI,) [sous-espace vectoriel de M, 1(K)]

est appelé sous-espace propre de M associé a la valeur propre .

4. Si A € Specg (M) alors tout vecteur X € M, 1(K) \ {OMM(K)} vérifiant MX = A\ X est appelé vecteur propre
associé a la valeur propre \.

Remarque 56. — Quand on parle du spectre d’une matrice M € M,,(K), il convient de préciser le corps dans lequel on
travaille. En effet, si L est un sur-corps de K, alors on peut également considérer M comme élément de M,,(L). On peut
donc considérer les deux ensembles suivants :

Specg (M) = {AeK :3IX e M, 1 (K)\ {0m, k) )}, MX=XX}
Specy,(M) = {AeL :3XeM,1(L)\{Om, @}, MX=XX}.
Clairement Specy (M) C Specy, (M), mais il n’y a pas nécessairement égalité (cf. exercice suivant). C’est pourquoi, comme

ci-dessus, on précisera le corps des scalaires considéré, en I'indiquant en indice du symbole Spec.

Ezercice 57. — Calculer Specg (M) et Speca(M), ou M := < (1) _(1) ) .

Ezercice 58. — Déterminer les éléments propres de la matrice A € M3(R) définie par :
1 2 1
A=(2 0 2
1 2 1
3.2. Eléments propres d’un endomorphisme versus éléments propres d’une matrice

Proposition 59. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, B = (e1,...,e,) une base de E, u € L (F) et
M := Matg(u) € M, (K).

1. Spec(u) = Speck (M)

2. Soit A € Spec(u) = Speck (M). Pour tout vecteur x € E :

x € E\(u) <= Matg(x) € E\(M)

@ Une démonstration de la proposition 59 doit &tre connue.

Remarque 60. — D’aprés la précédente proposition, les éléments propres d’une matrice A € M,,(K) ont un lien ténu
avec les éléments propres de I’endomorphisme de M, 1 (K) :

Mn,l(K) — Mn’l(K)
pa X s AX

qui lui est canoniquement associé. En effet, si By désigne la base canonique de M,, 1(K) alors Matg, (¢4) = A.

3.3. Majoration du nombre de valeurs propres d’une matrice
Proposition 61. — Une matrice M € M,,(K) posséde un nombre fini de valeurs propres et :

[Specy (M) < n

@ Une démonstration de la proposition 61 doit étre connue.
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4. Polyn6éme caractéristique

Notation. — Dans cette partie, n désigne un nombre entier supérieur ou égal a 2 et E est un K-espace vectoriel de
dimension finie n. Ici le corps K est supposé infini, ce qui nous autorise a identifier fonctions polynomiales sur K et
polynomes a coefficients dans K.

4.1. Définition du polyndéme caractéristique d’une matrice carrée
Proposition 62. — Soit M € M, (K). L’application xns définie par :

K — K
XMoLN 5 det (M, — M)

est une application polynomiale. Le polynome qui lui est associé, également noté x s, est appelé polynéme caractéristique
de la matrice M.

Démonstration. La fonction polynomiale associée au polynoéme :

> eo) [ (Hnlkow) X = Mlrow) = > @) T Grow X = [Mkow)

oeS, k=1 oce6, k=1
coincide avec la fonction x ;. O
0 1 1
Ezercice 63. — Calculer le polynéme caractéristique de la matrice A:= |1 0 1
110

4.2. Polynéme caractéristique de deux matrices semblables

Proposition 64. — Soient A et B deuz matrices de M, (K). Si A et B sont semblables alors xa = xB-
La réciproque de la proposition 64 est fausse. En effet, les matrices I,, et I, + E;, ont méme polynéme
@ caractéristique (X™) mais elles ne sont pas semblables (la seule matrice semblable a I, est la matrice I,, elle-
méme).

4.3. Définition du polyndéme caractéristique d’un endomorphisme

Rappel. — Soit ¢ un endomorphisme de F. Soient B; et By deux bases de E. Alors d’apres le théoréme de changement

de bases :

Math (@) = PBzﬁgl MatBl ((P) (PBzﬁBl)_l

ou Pg,_,p, := Matg, s, (idg) . Ainsi :

det (Mats, (¢) = det (Pa,-5, Mats, () (Ps.s,) ")
det (P, 5,) det (Matg, (¢)) det ((PBZHBI)A) [ multiplicativité du déterminant |

det (Matg, (¢)) [si A est inversible, det (A) # 0 et det (A™1) = (det (A)~*

En d’autre termes, le déterminant de la matrice d’un endormorphisme dans une base de E ne dépend pas du choix de la
base de E. Cette observation donne consistance & la définition suivante. Le déterminant de ¢ est le scalaire det () défini
par :

det (¢) := det Matg(p))

ou B est une base quelconque de F.
Définition 65. — Soit u € L (E). L’application x,, définie par :

K — K
Xe N > det(\idg —u)

est une application polynomiale. Le polynéme qui lui est associé, également noté x.,, est appelé polynome caractéristique
de ’endomorphisme u.

Remarque 66. — Soient u € L (F) et B une base quelconque de E. Alors, pour tout scalaire A € K :

Xu(A) = det (Nidg —u) := det (Matg(Aidg —u)) = det (A,, — Matp(u)) = Xnatys(u)(A)

DAVID BLOTTIERE 11 VERSION DU 8 OCTOBRE 2024



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

Le corps K étant infini, nous en déduisons :
Xu = XMatg(u)

Remarque 67. — Soit u € L (E). Il est possible que x, posséde des racines dans un sur-corps strict L de K. Dans ce cas,
ces racines ne sont pas des valeurs propres de u a proprement parler, mais ce sont des valeurs propres de la matrice M
de u dans une base de E, ou M est vue comme matrice de M, (L).

4.4. Degré et coefficients remarquables du polynéme caractéristique

Théoréme 68. — Soient M € M, (K) et u € L(E).

1. xnm est un polynome de degré n. 1. xu est un polynéme de degré n.

2. Le coefficient de degré n est 1, i.e. xpr est unitaire. 2. Le coefficient de degré n est 1, i.e. X, est unitaire.
3. Le coefficient de degré n — 1 de xpn est —tr (M). 3. Le coefficient de degré n — 1 de x,, est —tr (u).

4. Le coefficient de degré 0 de xar est (—1)™ det (M). 4. Le coefficient de degré 0 de x,, est (—1)™det (u).

Eléments de démonstration. Nous savons que :

n

xu =Y €0) [T (Gromw X = Mlkow) = [] (X )+ 2 2@ I Oroty X = Mleow)  (3)
k=1

ccS, k=1 k=1 aeen\{id}
=:P
Comme une permutation o € &,, distincte de I'identité posséde au plus (n — 2) points fixes :
Vo € &, \ {id} deg <H (Ok.o(h) [M]k,a(k))> <n-—2
donc :
deg(P) < mn—2 (4)

De (3) et (4), nous déduisons que deg(xar) = n et, grace aux formules de Viete, que :

=[H<X—[M]k,k>] =1 [xM]m:[H(X—[M}k,k)] == [Mlp = —tr (M)

- = k=1
Enfin :
[xamrlo = xa1(0) = det (M) = (=1)" det (M)
O
Remarque 69. — Soit M € My(K). Alors xar = X2 — tr (M) X + det (M).
4.5. Les valeurs propres sont les racines du polyndme caractéristique
Théoréme 70. — Soient M € M, (K) et u € L(E).
Les valeurs propres de M dans K sont les racines de x Les valeurs propres de u sont les racines de x, dans K,
dans K, i.e. : ie. :
Specg(M) ={A e K : xm(A) =0} Spec(u) ={A € K : x,(A) =0}
@ Une démonstration du théoréme 70 doit étre connue.
Remarque 71. — Les théorémes 68 et 70 livrent une nouvelle démonstration des deux résultats suivants.
Une matrice M € M, (K) posséde un nombre fini de Un endomorphisme u de E possede un nombre fini de
valeurs propres et : valeurs propres et :
|Speck (M)| < n [Spec(u)] < dim (E)
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4.6. Valeurs propres de deux matrices semblables

Proposition 72. — Si A et B deux matrices semblables de M,,(K) alors Specyk (A) = Speck (B).

Démonstration. D’apres la proposition 64, x4 = xp, d’ou :

AEK : xa(W) =0} ={A €K : xu(\) = 0} (5)

D’autre part, le théoreme 70 livre :
Specg (A) ={A e K : xa(A) =0} et Specg(B) ={AeK : xp(}) =0} (6)
De (5) et (6), nous déduisons que Speck (A) = Speck (B). O

La réciproque de la proposition 72 est fausse. En effet les matrices :

& 1= 4) @ 5=(5 1)

ont méme spectre ({1}), mais elles ne sont pas semblables. En effet, la seule matrice semblable & la matrice
identité est la matrice identité elle-méme.

4.7. Une méthode pour déterminer les valeurs propres d’une matrice

- Déterminer les valeurs propres d’un endomorphisme d’un espace de dimension finie ou d’une matrice carrée
- revient a déterminer les racines de son polyndéme caractéristique.

4.8. Quelques calculs de valeurs propres a ’aide du polynéme caractéristique

FEzercice 73. — Déterminer les éléments propres des matrices suivantes.
1 2 3 1 15 0 1 1 1 1 1 -1 4 2
A= 0 4 5 B=| 0 3 4 C=|0 0 1 D=1 1 1 E=| -2 5 1
0 0 6 0 2 3 0 0 O 1 1 1 1 -2 2
Exercice 74. — Soit l'application linéaire
R? — R?
(z,y) — (—y, 7).
1. Donner une interprétation géométrique de u et la matrice M de u dans la base canonique de R2.
2. Déterminer Spec(u) = Specg (M) et Spece(M).
4.9. Polynéme caractéristique et valeurs propres d’une matrice triangulaire
Proposition 75. — Soit T € M,,(K) une matrice triangulaire de coefficients diagonauz t11,. .., ty . Alors :

n

XT = H(X - ti,i)~

k=1
En particulier les valeurs propres de T sont ses coefficients diagonauz.
Exercice 76. — Soit 'application linéaire :

® P +—s P+P

1. Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique de K, [X].

2. En déduire les éléments propres de ¢.
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4.10. Polyndme caractéristique d’un endomorphisme induit

Proposition 77. — Soit u € L (E).

1. Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par uw. Notons ug ’endomorphisme de F induit par u.
Xup divise X, dans K[X]
T
2. Supposons qu’il existe des sous-espaces vectoriels Eq, ..., E, tous stables par u tels que E = @El Notons, pour

i=1
tout i € [1,r], ug, endomorphisme de E; induit par u.

T
Xu = H XuEi
i=1

@ Une démonstration de la proposition 77 doit étre connue.
4.11. Ordre de multiplicité d’une valeur propre
Rappel. — Soient un polyndéme non nul P € K[X] et A € K une racine de P. La multiplicité de la racine A de P est
définie par :
mult (P, \) := max {k € N* : (X — \)* divise P dans K[X]}
Ainsi la multiplicité mult (P, \) est-elle 'unique entier k > 1 tel que :

(X =NF|P et (X-NFFtP

On dispose d’une caractérisation de la multiplicité mult (P, A) via les polynémes dérivés itérés du polynéme P. La multi-
plicité mult (P, ) est ['unique entier k tel que :

P\ =...=P*D)=0 et PHN)#0

Définition 78. — Soient M € M,,(K) et u € L (E).
Soit A € Spec(M). On appelle multiplicité de la valeur Soit A € Spec(u). On appelle multiplicité de la valeur

propre A et on note my, son ordre de multiplicité en tant propre A et on note my, son ordre de multiplicité en tant
que racine du polynome caractéristique de Xz, i.€. : que racine du polynome caractéristique de X, i.e. :
my = mult (xar, A) my = mult (xy, \)

4.12. Dimension d’un sous-espace propre et ordre de multiplicité de la valeur propre correspondante

Proposition 79. — Soient M € M, (K) et u € L(E).
Pour tout X € Spec(M) : Pour tout A € Spec(u) :

1 < dim (Ex(M)) < my, 1 < dim (Ey(u)) < my

@ Une démonstration de la proposition 79 doit étre connue.

g% La dimension d’un sous-espace propre n’égale pas nécessairement la multiplicité de la valeur propre correspon-
dante, comme l'illustre ’exemple ci-dessous.

Ezercice 80. — Soient (eq,...,e,) la base canonique de K", r € [1,n — 1] et u I'unique endomorphisme de K™ tel que :
u(er) =e2 , ... , ule))=e€1 , ulert1) =0xn , ... , u(en) =0kn

Démontrer que 0 est la seule valeur propre de u, puis calculer la dimension dim (Ey(u)) et la multiplicité my.
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4.13. Matrices compagnon

Exercice 81. — Soit P =ag+ a1 X + ...+ a,—1 X" ! + X" € K[X]. Définissons la matrice compagnon de P par :

0 ... ... 0 —ag
1 . S
cPy=| g - o | eMux.
: . 0 —ap—2
0 ... 0 1 —ap—

Calculer le polynéme caractéristique de la matrice compagnon de P.

Remarque 82. — Posons :
II,, := {P € K[X] : P est unitaire, de degré n}.

D’apres 'exercice précédent, 'application :

M, (K) — 1I,

qui est bien définie, admet pour inverse a droite I’application :

I, — M,K)

C‘P — C(P)

i.e. pour tout P € 1II, :
x o C(P) = xcp) =P =idn, (P).

L’application x est donc surjective.
4.14. Polynéme caractéristique de 1’inverse d’une matrice inversible

FEzercice 83. — Soit M € GL,(K).
1. Quel lien existe-t-il entre x s et xpr-1 7
2. En déduire un lien entre les valeurs propres de M et celle de M 1.

3. Que dire des sous-espaces propres de M et de ceux de M1 ?

4.15. Polynéme caractéristique du produit de deux matrices carrées

Ezercice 84. — Soit (A, B) € M,,(K)2.
1. On suppose que la matrice A est inversible. Démontrer que x 4 = XBA-

2. En déduire que xap = xpa. On pourra appliquer le résultat de la question 1 aux matrices A — A\I,, et B, ou
A € K\ Speck (A).

5. Diagonalisabilité

Notation. — Dans cette partie, K désigne un corps infini, n désigne un nombre entier supérieur ou égal a 2 et E est un
K-espace vectoriel de dimension finie n.

5.1. Définition d’une matrice carrée diagonalisable

Définition 85. — Une matrice M € M, (K) est dite diagonalisable sur K si elle est semblable d une matrice diagonale
dans M, (K), i.e. s’il existe une matrice diagonale D € M,,(K) et une matrice P € GL,,(K) telles que :

M=PDP!

Ezercice 86. — Soit M € M,,(K). On suppose que M posséde une unique valeur propre dans K. Démontrer I’équivalence :

M est diagonalisable sur K = M=\,

DAVID BLOTTIERE 15 VERSION DU 8 OCTOBRE 2024



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

5.2. Une condition nécessaire (non suffisante) de diagonalisabilité

Remarque 87. — Si M € M,,(K) est diagonalisable sur K, alors elle a le méme polynéme caractéristique qu’une matrice
diagonale de M,,(K). Son polyndéme caractéristique yps est donc scindé sur K. Cette observation livre la condition
nécessaire (non suffisante, cf. exercice suivant) de diagonalisabilité suivante.

M est diagonalisable sur K — XM est scindé sur K.

Une matrice M € M,,(K), telle que x s est scindé sur K, n’est pas nécessairement diagonalisable. En effet, la
matrice :

11
4 w=(o 1)
a pour polyndme caractéristique xas = (X — 1)? mais elle n’est pas diagonalisable sur K. Si elle I’était, comme
1 est sa seule valeur propre, M serait semblable a la matrice I5, donc égale a la matrice I5.

5.3. Influence du corps de base sur la diagonalisabilité d’une matrice

Remarque 88. — Une matrice M € M,,(K) peut étre non diagonalisable sur K, mais diagonalisable sur un sur-corps L
de K. Par exemple M = (1)
sur R) mais M est diagonalisable sur C puisque :

M:P(Z O.)P‘l ol P:( 1 1.)
0 — -1 1

5.4. Définition d’un endomorphisme diagonalisable

-1 . . R e s
0 ) n’est pas diagonalisable sur R (son polyndme caractéristique est X2 + 1 non scindé

Définition 89. — Soit u € L(E). On dit que u est diagonalisable s’il existe une base B = (e1,...,e,) de E telle que
l'une des deux propriétés équivalentes ci-dessous soit vérifiée.

1. La matrice Matg(u) est une matrice diagonale.

2. Les vecteurs ey, ..., e, sont propres pour u.

Remarque 90. — Soient u € L (E) et B est une base quelconque de E. Du théoréme de changement de base, il découle :
u est diagonalisable <= Matp(u) est diagonalisable sur K

Nous en tirons deux conséquences.

1. Une matrice M € M,,(K) est diagonalisable si et seulement si I’endomorphisme de K™ canoniquement associé est
diagonalisable.

2. On dispose de la condition nécessaire (non suffisante) de diagonalisabilité pour un endomorphisme :
u diagonalisable = X« est scindé sur K.
5.5. Projecteurs et symétries sont diagonalisables
Proposition 91. — Soit p un projecteur de E, i.e. soit p un endomorphisme de E tel que pop = p. On suppose que p
est mon trivial, i.e. p #1idg et p # Oz (g
1. Pour toutx € E :
r=x—p(r)+ p(z)
——— ~—~
eKer(p) €lm(p)
2. E =Ker(p) ®Im(p)
3. Spec(p) = {0,1}

4- Eo(p) = Ker (p) et E1(p) = Im (p)
5. p est diagonalisable.

® Une démonstration de la proposition 91 doit étre connue.

Proposition 92. — Soit s une symétrie de E, i.e. soit s un endomorphisme de E tel que so s =idg. On suppose que
s est non triviale, i.e. s #idg et s # —idg.
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1. Pour toutx € E :

v =3 @+ p@) + 3 (@~ pl))

eKer(s—idg) eKer(s+idg)

2. E=Ker(s—idg) ® Ker (s + idg)
3. Spec(s) = {-1,1}
4. s est diagonalisable.
@ Une démonstration de la proposition 92 doit &tre connue.

5.6. Caractérisation de la diagonalisabilité via la somme directe de sous-espaces propres

Théoréme 93. — Soient M € M, (K) etu e L(E).

Notons Ai,..., A\ les valeurs propres deuxr a deux dis- Notons Ai,..., A les valeurs propres deux a deux dis-
tinctes de M. tinctes de u.
T i
M est diagonalisable sur K < @EM (M) =M, 1(K) u est diagonalisable <= @EM (u)=FE
k=1 k=1

@ Une démonstration du théoreme 93 doit étre connue.

Remarque 94. — Soit u € L (F) diagonalisable. Notons A1, ..., A, les valeurs propres deux a deux distinctes de u. Pour
tout k € [1,7], soit py le projecteur de E sur E\, (u) parallelement a EB Ey,(u), ie.:
1<e<r
£#k

E=@E\wu — E
=1
Pk r

a::z \x’g/ — T

=1 ¢py, ()

Alors u = Z Ak Dk-
k=1

5.7. Caractérisation de la diagonalisabilité via la somme des dimensions des sous-espaces propres

Corollaire 95. — Soient M € M,,(K) et u € L (F).

Notons Ai,...,\. les valeurs propres deuxr a deux dis- Notons Ai,..., A, les valeurs propres deux a deux dis-
tinctes de M. Alors : tinctes de u.
M est diagonalisable sur K < Z dim (B, (M)) =n u est diagonalisable <— Z dim (E), (u)) = dim (E).
k=1 k=1
Ezercice 96. — Démontrer que 'endomorphisme v de K™ défini par :
K" — K"

n n
U
(T1,. ., Tn) +—— E xi,...,g T;
i=1 i=1

est diagonalisable.

FEzxercice 97. — L’endormorphisme de R™ dont la matrice dans la base canonique est
1 ... 1
0 1

est-il diagonalisable ?
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5.8. Une condition suffisante (non nécessaire) de la diagonalisabilité

Corollaire 98. — Soient M € M, (K) et u € L (E).
Notons Aq,...
tinctes de M.

, A les valeurs propres deuxr a deux dis-

[Speck (M)| =n = M est diagonalisable sur K

Notons A, ...
tinctes de u.

, Ar les wvaleurs propres deux a deux dis-

|Spec(u)| = dim (E) = wu est diagonalisable

@ Si F est de dimension n > 2, alors idg est diagonalisable (sa matrice dans toute base de E est I, qui est
diagonale) mais Spec(idg) = {1}. Ceci fournit un contre-exemple & la réciproque du précédent corollaire 98.

Ezercice 99. — Soit M € My(R) telle que tr (M)? > 4 det (M) . Démontrer que la matrice M est diagonalisable sur R.

5.9. Caractérisation de la diagonalisabilité via le scindage de x et les ordres de multiplicité des racines

Corollaire 100. — Soient M € M, (K) et u € L(E).

Notons Ai,..., A les valeurs propres deux o deux dis-
tinctes de M et my,,...,my, leurs multiplicités respec-
tives. La matrice M est diagonalisable sur K si et seule-
ment Si :

XM est scindé sur K
et
pour tout k € [1,7], dim (Ey,(M)) = my,.

@ Une démonstration du corollaire 100 doit étre connue.

FEzercice 101. — La matrice :

est-elle diagonalisable sur R ? sur C7

Notons Ai,..., A\ les valeurs propres deux a deux dis-
tinctes de u et my,,...,my, leurs multiplicités respec-
tives. L’endomorphisme u est diagonalisable sur K si et
seulement si :

Xu est scindé sur K
et
pour tout k € [1,7], dim (Ey, (u)) = my,.

OO =
—_— o O

5.10. Trace, déterminant et valeurs propres d’un endomorphisme/une matrice diagonalisable

Proposition 102. — Soient M € M,,(K) une matrice diagonalisable sur K et u un endomorphisme diagonalisable de
E.

Notons Ai,..., A les valeurs propres deux o deux dis- Notons Ai,...,\r les valeurs propres deux a deux dis-
tinctes de M et my,,...,my, leurs multiplicités respec- tinctes de u et my,,...,my, leurs multiplicités respec-
tives. tives.

et det(M) = H ALk

tr (M) = Z ML Ak
k=1 k=1

T

et det(u) = H ALk

k=1

tr(u) = Z mi Ak
k=1

Ezercice 103. — Soit M € M, (R). On suppose que M est diagonalisable sur R et que toutes ses valeurs propres sont

strictement positives. Démontrer :

det (M) >0 et

»\/det (M) < % tr (M).

5.11. Un exemple de calcul des puissances d’une matrice diagonalisable

Ezercice 104. — Soit u endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est A :=

1. Démontrer que u est diagonalisable.

—_ =N
—_ N =
DO =

2. Déterminer une base de R? formée de vecteurs propres de u.

3. En déduire la forme explicite de A", pour tout n € N*.
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5.12. Matrices a coeflicients réels diagonalisables sur C

Ezercice 105. — Soit M € M, (R). On suppose M diagonalisable dans M, (C). Démontrer que M est semblable dans
M, (R) & une matrice diagonale par blocs, dont les blocs diagonaux ont un format (1,1) ou (2,2).

6. Trigonalisabilité

Notation. — Dans cette partie, K désigne un corps infini, n désigne un nombre entier supérieur ou égal a 2 et E est un
K-espace vectoriel de dimension finie n.

6.1. Définition d’une matrice carrée trigonalisable

Définition 106. — Une matrice M € M,,(K) est dite trigonalisable sur K si elle est semblable d une matrice triangulaire
supérieure, i.e. s’il existe une matrice triangulaire supérieure U € M, (K) et P € GL,(K) telles que :

M=PUP

Remarque 107. — Dans la définition 106, on peut remplacer « triangulaire supérieure » par « triangulaire inférieure »,
comme on l’explique ci-dessous. Considérons une matrice U € M, (K) triangulaire supérieure :

U1 U2 .. ... Ul,n
0 U2,2
U =
: T Un—1,n
0 .. ... 0 Un,n
Soit f 'endormorphisme de K™ dont la matrice dans la base canonique By = (eq,...,e,) de K™ est U. Ainsi :
f(en) = Upn €n + Up—1,n €n—-1 + ...+ U2.n €2 + Ul,n €1
flen—1) = Up—1n-1€n—-1 + ... + Uzp-1€2 + U2p_1€1
f(e2) = Ug,2 €2 +  ui2e€
f(el) = Ul €e1.
La famille :
Bl = (ena €n—1,...,€2, 61)

obtenue en « écrivant les vecteurs de la base By dans 'ordre inverse » est une base de K"

Un,n 0 e 0
Un—1,n Un—1,n—1
L := Matg, (f)
Uu2,2 0
Ul,n Ul,n—1 cee U2 UL

La matrice L est triangulaire inférieure. Comme elle représente, elle aussi, 'endomorphisme f de R"™, les matrices U et
L sont semblables. Plus concretement, par théoreme de changement de base :

Matg,(f) =  Psy—s5, Matg, (f) (Pgo—5,) "
—_——— N—— N—_———
U 0 1 L
1 0
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6.2. Influence du corps de base sur la trigonalisabilité d’une matrice

Remarque 108. — Si L est un sur-corps de K, une matrice M € M, (K) peut-étre trigonalisable sur L, sans étre
0

-1
1 0 ), de polyndéme caractéristique xs = X2 + 1.

trigonalisable sur K. Considérons par exemple la matrice M = (

e La matrice M n’est pas trigonalisable sur R. Si elle I’était, elle serait semblable a une matrice M = ( g lc) ) €
M3(R) et il viendrait :
X4+ l=xu=(X—-a)(X —c)
ce qui n’est pas (le polynéme X2 + 1 n’a aucune racine réelle).

e La matrice M est trigonalisable sur C. En effet, elle est de format (2,2) et posséde 2 valeurs propres distinctes sur
C. Elle est donc diagonalisable sur C et a fortiori trigonalisable sur C.

6.3. Définition d’un endomorphisme trigonalisable

Définition 109. — Soit u € L (F). On dit que u est trigonalisable si et seulement s’il existe une base B de E telle que
l'une des deux propriétés équivalentes ci-dessous soit vérifiée.

1. La matrice Matg(u) est triangulaire supérieure.

2. Pour tout k € [1,n], le sous-espace vectoriel Vect (eq,...,ex) est stable par u.

Remarque 110. — Soient u € L (E) et B est une base quelconque de E. Du théoréme de changement de base, il découle :
u est trigonalisable <= Matg(u) est trigonalisable sur K

En particulier une matrice M € M,,(K) est trigonalisable sur K si et seulement si ’endomorphisme de K™ canoniquement
associé est trigonalisable.

6.4. Caractérisation de la trigonalisabilité via le polynéme caractéristique

Théoréme 111. — Soient M € M, (K) et u € L(E).
La matrice M est trigonalisable sur K si et seulement si L’endomorphisme u est trigonalisable si et seulement si
le polynéme caractéristique xpr est scindé sur K. le polynome caractéristique x, est scindé sur K.

Démonstration. On considere uniquement le cas des endomorphismes. L’implication directe est claire. Nous démontrons
I’implication réciproque en raisonnant par récurrence sur la dimension de FE.
Pour tout n € N*, soit P(n) le prédicat défini par :

« pour tout K-espace vectoriel E de dimension n, pour tout u € L (E) tel que x,, est scindé sur K,
u est trigonalisable ».

P(n)

(a) Initialisation d n = 1. L’assertion P(1) est vraie car une matrice de format (1,1) est triangulaire.
(b) Hérédité. Soit n € N* tel que 'assertion P(n) est vraie. Considérons un K-espace vectoriel E de dimension (n + 1)
et u € L(E) tel que x, est scindé sur K.
i. Comme Y, est scindé sur K, il possede une racine A € K. Soit e; un vecteur propre pour u associé a la valeur
propre .
ii. Sil’on compleéte la famille libre (e1) en une base B = (ej, e,...,e,4+1) de E, alors :

AL
Matg(u) = <0 A)
ou L e My, (K)et Ae M,(K).
iii. En développant par rapport a la premiére colonne, il vient :

Xu(X)zdet( XO_A XInL_A ) = (X =X\ det (X I, — A) = (X — ) xa(X)

Le polynome x 4(X) donc scindé sur K comme facteur d’un polynoéme scindé sur K.
iv. Si nous définissons les applications i et p définies par :

E —  Vect (62, Cey €n+1)
f; n+1 n+1
T

et
p E T € +FH—— E Tk €k
k=1 k=2

Vect (ea,...,ent1) —
T —

alors :

Mat,,.. y(pouoi)=A

€n41
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v. D’apres iii et iv, nous pouvons appliquer I’hypothese de récurrence a ’endomorphisme pou o4 du du K-espace
vectoriel Vect (ez,...,en41) de dimension n. Il existe une base (e5,...,e; ;) de Vect (ez,...,eny1) telle que :

Mat(e, o )(pouoi)
! e

U n41

est triangulaire supérieure.
. . L / ’ .
vi. La famille C := (e1, €5, ...,€),, ) est une base de :

E = Vect (e1) & Vect (e, ..., €n11)
puisque génératrice de F et formée de (n + 1) = dim (F) éléments.
vii. Soit k € [2,n]. D’aprés v, nous savons que :
p(u(e))) =pouoi(ey) € Vect (€, ..., €e)

et nous en déduisons que :
! !/ !
u(e,) € Vect (e, €5,...,ex)

Comme d’autre part :
u(e1) € Vect (e1)

la matrice Mate(u) est triangulaire supérieure.

6.5. Trigonalisabilité dans le cas ol le corps de base est C

Corollaire 112. — Dans le cas ou le corps de base est C, nous disposons des deux résultats suivants.

Toute matrice M € M,,(C) est trigonalisable sur C. Tout endomorphisme u d’un C-espace vectoriel de dimen-
sion finie est trigonalisable.

Démonstration. Ce résultat découle du théoréme 111 et du théoreme d’Alembert GauB, qui stipule que tout polynéme a
coefficients complexes, non constant, est scindé sur C.

O
6.6. Trace, déterminant et valeurs propres d’un endomorphisme/d’une matrice trigonalisable
Proposition 113. — Soient M € M,,(K) une matrice trigonalisable sur K et u un endomorphisme trigonalisable de
E.
Notons Aq,..., A\ les valeurs propres deur a deux dis- Notons Ai,...,\. les valeurs propres deur a deuzr dis-
tinctes de M et my,,...,mx. leurs multiplicités respec- tinctes de u et my,,...,mx, leurs multiplicités respec-
tives. tives.
T ks I T
tr (M) = ka A et det (M) = H A tr (u) = ka A et det(u) = H A

k=1 k=1 k=1 k=1
6.7. Trigonalisation d’une matrice trigonalisable de format (2,2)
Méthode. — Soit une matrice M € My (K) trigonalisable et non diagonalisable sur K. Notons f I’endomorphisme de

M 1(K) canoniquement associé & M :
f M1 (K) — Mz (K)
X — MX

Si By = <((1)> , (?)) désigne la base canonique de Mj 1(K) :

Matgo (f) =M

Nécessairement :
xr=(X-X2? et dim (Ex(f)) =1

ol A\ est un scalaire dans K.
Soit X7 un vecteur propre de f pour la valeur propre .
On complete la famille libre (X7) en une base B = (X1, X2) de M3y 1(K) (cf. théoréme de la base incompléte).

Alors :
Mats(f) = (3 i)
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ou a € K et d’apres le théoreme de changement de base :

o A oa -1
M—P(O A)P

ou P := PBO—>B = (X1 |X2) S GLQ(R)

Ezercice 114. — Soit la matrice A := ( i’ 71 ) .

1. Démontrer que A est trigonalisable sur R, puis la trigonaliser.
2. Déterminer les couples de fonctions (x,y) € C*(R,R)? tels que :
{ ¥ = 3z — y

!

y = = + y

6.8. Trigonalisation d’une matrice trigonalisable de format (3,3)

Méthode. — Soit une matrice M € M3(K) trigonalisable et non diagonalisable sur K. Notons f l’endomorphisme de
M3 1(K) canoniquement associé & M :

ngl(K) — Mg,l(K)

f X — MX
1 0 0
Si By = of,(1]),(0 désigne la base canonique de M3 1(K) :
0 0 1
Matg, (f) = M

Une analyse des éléments propres de M permet de scinder 1’étude de la trigonalisation de la matrice M en trois cas.
L. x5 = (X —X)?(X — u) ot \, u sont deux scalaires dans K distincts, dim (Ey(f)) = 1 et dim (E,(f)) = 1.
2. xf = (X —\)? o A est un scalaire dans K et dim (E5(f)) = 2.
3. xf = (X —X)? ot A est un scalaire dans K et dim (E\(f)) = 1.

o Casn’l : xy=(X—=N?(X—p) ot A\, p sont deuz scalaires dans K distincts, dim (Ex(f)) =1 et dim (E,(f)) = 1.
On peut démontrer que :
M;1(K) =Ker ((f — X id)?) @ E,.(f)

En outre le sous-espace vectoriel Ker (( f—=A id)z) est de dimension 2 et stable par u.

Soit X (resp. X3) un vecteur propre pour la valeur propre A (resp. p).

On complete la famille libre (X;) de Ker ((f — X id)?) en une base (X1, X2) de Ker ((f — X id)?) (cf. théoréme de
la base incomplete), de sorte que la famille B = (X7, X3, X3) est une base de M3 1(K).

Alors :
A a O
Matg(f) =0 X 0
0 0 pu
ou a € K et d’apres le théoréeme de changement de base :
Aa O
M=prP |0 X 0] P!
0 0 pu

ou P := PBO—>B = (X1 |X2 ‘X3) S GL3(R)

e Casn2:xr= (X —X\)? ou X est un scalaire dans K et dim (Ex(f)) = 2.
Soit (X1, X2) une base de Ex(f). On complete la famille libre (X7, X3) en une base B = (X1, X2, X3) de M3 (K)
(cf. théoréme de la base incompléte).
Alors :

Matg(f) =

o O >
==
> o e

DAVID BLOTTIERE 22 VERSION DU 8 OCTOBRE 2024



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

ou a,b € K et d’apres le théoreme de changement de base :

A

0 a
M=P[0 X b]| P!
0 0 X

ou P := PBU—>B = (Xl |X2 ‘X3) S GLg(R)

e Casn°3:xr= (X —X)3 ot X est un scalaire dans K et dim (Ex(f)) = 1.
On peut démontrer que le sous-espace vectoriel Ker ((f — A id)?) est de dimension 2 et stable par u.
Soit X7 un vecteur propre pour la valeur propre A.
On complete la famille libre (X;) de Ker ((f — A id)?) en une base (X1, X3) de Ker ((f — A id)?) (cf. théoreme de
la base incomplete). On compléte ensuite la famille libre (X, X3) en une base B = (X5, X3, X3) est une base de

M; 1 (K).
Alors :
Aa b
Matg(f) =10 A ¢
0 0 A
ol a,b,c € K et d’apres le théoreme de changement de base :
A a b
M=P|0 X c]| P!
0 0 A
ou P := PBUHB = (Xl |X2 ‘ Xd) € GLJ(R)
-3 -3 2
Ezercice 115. — Démontrer que A := 1 1 —2 | est trigonalisable sur R, puis la trigonaliser.
2 4 —4
7. Nilpotence
Notation. — Dans cette partie, K désigne un corps infini, n désigne un nombre entier supérieur ou égal a 2 et E est un
K-espace vectoriel de dimension finie n.
7.1. Définition d’une matrice carrée nilpotente
Définition 116. — Une matrice M € M, (K) est dite nilpotente s’il existe p € N* tel que MP = 0. Dans ce cas, le

nilindice de la matrice M est :
v(M) :=min{p € N* : M? =0} ¢ N*

Ezemple 117. — Soit M € M,,(K) une matrice triangulaire supérieure stricte (avec des coefficients diagonaux tous nuls).

Alors :
M" =0

donc la matrice M est nilpotente. Pour 1’établir, nous démontrons en raisonnant par récurrence finie que, pour tout
ke[l,n]:

i,

P(k) : «V(i,j)e[Ln]® i>j+1—k=[M"],  =0»
o Initialisation o k = 1. L’assertion P(1) signifie que la matrice M est triangulaire stricte. Elle est donc vraie.

e Hérédité. Soit k € [1,n — 1] tel que l'assertion P(k) est vraie. Soit (¢,7) € [1,n] tel que :

Nous calculons :

Soit ¢ € [1,n].
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— Sii>{+1—kalors [M*], , =0 (hypothese de récurrence).
— Sinon ¢ < £—k et, comme i > j—k, il vient £ > j, ce qui implique que [M]Z,j = 0 (A est triangulaire supérieure

stricte).
Tous les termes de la somme (7) étant nuls, nous en déduisons que [M*+ 1Lj = 0.
L’assertion P(n) étant vraie, nous savons que :
V(i,j)Gﬂl,nﬂQ i>j+1*n:>[Mn]i7j:0 (8)

Comme, pour tout (i,5) € [1,n]?, i > j + 1 — n, nous déduisons de (8) que la matrice M™ est nulle.

7.2. Définition d’un endomorphisme nilpotent

Définition 118. — Un endomorphisme u de E est dit nilpotent s’il existe p € N* tel que uP? = 0 (la puissance est prise
relativement au produit de composition). Dans ce cas, le nilindice de 'endomorphisme u est :

v(u) :=min{p € N* : v» =0} € N*

Remarque 119. — Soient u € L (F) et B est une base quelconque de E. L’application :

(‘C<E)7 '7+ao) — (Mn(K)a 'aJraX)
Mats(-) v — Matg(v)
étant un isomorphisme de K-algeébres (un isomorphisme d’anneaux qui est K-linéaire) :

u est nilpotent <=  Matg(u) est nilpotente

et, dans le cas ou w est nilpotent :

v(u) = v(Matp(u))
En particulier une matrice M € M,,(K) est nilpotente si et seulement si ’endomorphisme de K" canoniquement associé
est nilpotente.

7.3. Majoration du nilindice

Proposition 120. — Soient M € M, (K) et u € L(E).

St M est nilpotente, alors son nilindice vérifie : St u est nilpotent, alors son nilindice vérifie :
v(M) <n v(u) < dim (E)

Démonstration. Nous ne considérons que le cas des endomorphismes. Soit u un endomorphisme nilpotent de nilindice
noté v. Alors :

’LLV_]' 7é OL(E) et u’ = OL(E)
Comme u’~! # Oz(p), il existe = € F tel que u’~1(x) # 0. Nous démontrons que la famille :
(ac, u(x),. .. ,u”*l(x))

de v vecteurs de E est libre, en raisonnant par ’absurde. Nous en déduirons que v < dim (E).
Supposons donc qu’il existe des scalaires Ao, ..., A\,_1 non tous nuls tels que :

i \jul () = 0p (9)
j=0

Considérons :
i:=min{j € [0,y —1] : \; # 0k}

Nous pouvons écrire I'identité (9) sous la forme :

v—1
Z Ajul (z) = 0p
j=i

v—1—1 (

En appliquant u licite car v — 1 — 4 > 0), il vient :

v—1
DA u T (@) = 0 (10)
Jj=t

Soit j >4+ 1. Comme v — 1+ j — i > v, il vient v* = ~¢(x) = 0p. L’identité (10) se simplifie donc pour donner :
N uHz) =0g
S~~~ N——
7EOK ;ﬁOE
Il
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7.4. Caractérisation de la nilpotence via le polynéme caractéristique

Théoréme 121. — Soient M € M, (K) et u € L(E).

Les trois assertions suivantes sont équivalentes. Les trois assertions sutvantes sont équivalentes.
1. La matrice M est nilpotente. 1. L’endomorphisme u est nilpotent.
2. La matrice M est trigonalisable sur K, avec pour 2. L’endomorphisme wu est trigonalisable avec pour
seule valeur propre 0. seule valeur propre 0.
3 xm=X" 3. Xy = Xdim(E)

Démonstration. Nous ne considérons que le cas des endomorphismes.

e | —> 3. Nous démontrons cette implication en raisonnant par récurrence sur la dimension de E.
Pour tout n € N*, soit P(n) le prédicat défini par :

P(n) : « pour tout K-espace vectoriel E de dimension n, pour tout v € £ (E) nilpotent, x, = X" »

e Initialisation ¢ n = 1. Un endomorphisme nilpotent d’un K-espace vectoriel de dimension 1 est nul. Son
polyndéme caractéristique égale donc X.

e Hérédité. Soit n € N* tel que lassertion P(n) est vraie. Considérons un K-espace vectoriel de dimension (n+1)
et u un endomorphisme nilpotent de E, de nilindice noté v.

i. Comme :

det (u)” = det (u”) =0

le déterminant de w est nul. Le noyau de u est donc distinct de {0g}. Soit e; un vecteur non nul du noyau
de u.

ii. Sil'on complete la famille libre (e1) en une base (e1, e, ...,e,41) de E, alors :

0 L
Matp(u) = (0 A)
ou L e M, 1(K)et Ae M,(K).
iii. En développant par rapport a la premiere colonne, il vient :

X L
Xu(X):det( 0 XI“A):Xdet(XIn—A):XXA(X)

11 nous reste a établir que y4(X) = X™.
iv. Nous calculons par blocs :

, , (0 L
OMnJrl(K) = Matg (u ) = Matg (u) = (0 AV>

ou L' € M,, 1(K). La matrice A est donc nilpotente.
v. Notons ¢4 I'endomorphisme de M,, 1 (K) canoniquement associé¢ a la matrice A € M,,(K). Il est nilpotent
donc, d’apres ’hypothese de récurrence :

XA = Xpa) = X"
e 3= 2. Supposons que Y, = XI™E) Alors :
Spec(u) = {A € K : xu(A) =0} = {0}

et, comme le polynéme Y, est scindé sur K, le théoréme 111 livre la trigonalisabilité de u.

e 2 —> ]. Nous notons n la dimension de F et nous supposons que u est trigonalisable avec comme seule valeur
propre 0. Alors il existe une base B de E tel que la matrice Matg(u) soit triangulaire stricte. Nous savons alors que :

Matg (u”) = Matg (U)n =0

Ainsi u" = Oz(p)-

Ezercice 122. — Que dire d’une matrice M € M,,(K) qui est a la fois diagonalisable et nilpotente ?

Ezercice 123. — Soit A € M,,(C). Démontrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes.
1. La matrice A est nilpotente.
2. Pour tout k € N*, tr (Ak) =0.
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