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Notation. — Dans ce chapitre, n est un entier naturel non nul K désigne le corps R ou C.

1. Séries a valeurs dans un espace vectoriel normé

1.1. Sommes partielles, convergence et divergence
Définition 1. — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et (up)nen € EN.

n
1. Soit n € N. La n-iéme somme partielle de la série Zun est définie par S, := Zuk
k=0

2. La série Z uy, est dite convergente si la suite (Sy,), e € EN converge dans (E, || - ||). Elle est dite divergente dans
le cas contraire.

1
Ezemple 2. — La série numérique Z (7 converge. En effet, pour tout entier n > 2
n(n —

1)

Z ﬁ _ Z k;% _ % -1— % [somme télescopique]

1

FEzemple 3. — La série numérique Z —, appelée série harmonique, est divergente et il existe une constante 7 (constante
n

d’Euler) telle que

1 1
— = In(n)+~v+o () [la constante « est comprise entre 0,57 et 0, 58]
Pt k n—+oco n
X’ﬂ
Ezemple 4. — La série Z — est divergente dans (R[X], || - ||, ). En effet, supposons qu’elle converge, notons S € R[X]
n
sa somme et considérons un entier naturel fixé d > deg (.5). Alors
n
XF R
? B n—+0o00 Or (1)
k=0 0
Nous calculons
n n n
Xk X* XF 1
wza |58 s s[5 || |- o
k=0 0o k=0 d k=0 d
1
En faisant tendre n vers +o0o, nous déduisons de (1) et (2) que 0 > 7 Contradiction.
1.2. Somme et restes d’une série convergente
Définition 5. — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et (un)nen € EN telle que la série Zun converge.
1. La somme de la série convergente Zun est définie par
+oo n
Z Uy 1= lim Zuk [la somme est la limite de la suite des sommes partielles]
n—-+o0o
n=0 k=0
——

=:S,

2. Soit n € N. Le reste d’ordre n de la série convergente Zun est défini par

“+o0 n —+oo n
E ug = lim E ukzguk—éuk
n——+oo
k=n-+1 k=p+1 k=0 k=0
N——
=:S,
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En conservant le contexte de la définition 5

+oo
6 g U, SRR E [la suite des restes converge vers le vecteur nul|
- & 1 n—-+o0o

=n

et on pourra s’intéresser a estimer la vitesse de cette convergence.

1
Ezemple 6. — Nous avons vu que la série numérique Z (7 converge (cf. exemple 2). De notre étude, nous déduisons
n(n

—1)
que sa somme vaut 1 et que
R | G 1
Vn>2 —_=1- — ==
" D (k1) Zk(k—l) n
k=n+1 k=2

(71)71 P . , too (71)71
, appelée série harmonique alternée, est convergente et sa somme Z

Ezemple 7. — La série numérique Z

n n

n=1
vaut — In(2).

1.3. Série géométrique

Proposition 8. — Pour tout g € C, pour tout n € N

zn: . n+1 stqg=1
qa = _ . n+l
k=0 1-4

Proposition 9. — Soit ¢ € C\ {1}.
1. La suite de nombres complexes (q"), cn converge si et seulement si |q| < 1. Dans ce cas, sa limite est nulle.

2. La série de nombres complexes Zq” converge si et seulement si |q| < 1.

+oo
1
3. Si|q| <1 alors Zq” =12
n=0 —4a
+o0 n+1

4. Si|q| <1 alors, pour tout n € N, Z ¢ = g =
b—rt1 ]_ —q n—-4o0o

(0] (q"“).

1.4. Série exponentielle

n
z

+o00
2z z
Proposition 10. — Soit z € C. La série de nombres complexes g — converge et E — = e~
nl n!

n=0
1.5. Linéarité de la somme d’une série convergente

Proposition 11. — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé, A\, u € K et (uy)nen, (Vn)nen € EN. Si les séries

vectorielles Z Un et Zvn convergent alors la série vectorielle Z AUy + pv, converge et
+oo +oo +o0o
Y OEUTRUTINES S
n=0 n=0 n=0

2

n
Ezercice 12. — En remarquant que, pour tout n > 2, n? = n(n — 1) + n, démontrer que la série E — converge et
n!

calculer sa somme.

1.6. Le terme général d’une série convergente tend vers le vecteur nul

Proposition 13. — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et (un)nen € EN.
-1l

1. 57 la série g U, converge, alors u, ——— Op.
n——+o0o

, Il .. , . .
2. Siu, /~—— 0g alors la série E u, diverge. Dans ce cas, on parle de divergence grossiére.
n—-+oo

Ezemple 14. — La série ZX" est grossierement divergente dans (R[X], || - ||
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1.7. Lien suite-série et série télescopique

Proposition 15. — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et (un)nen € EN.
1. La suite (up)nen converge dans (E,|| - ||) si et seulement si la série ZU”H — uy, converge dans (E,|| - |]).
+o0o
2. Sila suite (up)nen converge alors Z}unﬂ — Uy = nll)l:r_loo Uy, — UQ-
n=

p 1
Ezemple 16. — FEtudier la nature de la série numérique Z In (1 + )
n

2. Séries a termes réels positifs ou nuls

2.1. Critere de convergence pour les séries a termes réels positifs ou nuls

Proposition 17. — Soit (u,)nen une suite de nombres réels positifs ou nuls.
n
1. La série numérique Zun converge si et seulement si la suite de ses sommes partielles | S, = Zuk est
s k=0 neN
magorée.
—+oo
2. Si la série numérique Zun converge alors Z un, =sup{S, : n € N}
n=0

3. Si la série numérique g uy, diverge alors Sy, —+> +00.
n——+00

Eléments de démonstration. Pour tout n € N, Sp4+1—5Sn = up4+1 = 0. La suite (S")nEN est donc croissante. Les assertions
découlent alors du théoreme de la limite monotone pour les suites. O

N 1
Ezxercice 18. — A Taide de 'exemple 2, démontrer que la série numérique z — converge.
n

2.2. Théoréme de domination pour les séries a termes réels positifs ou nuls
Théoréme 19. — Soient (un)neN €t (Un)nen deux suites de nombres réels telles que
dNeN Vn>N 0<u, <uv,

1. 57 la série E v, converge, alors la série E Uy, COMVETJE.

2. Sila série E u, diverge, alors la série g v, diverge.

L’hypothese de signe dans le théoreme 20 est importante et doit étre soulignée lorsqu’on l'applique. La série

1
Z o) converge et
1 1
@ Vn e N* — — < -5
n o n

1
Cependant la série Z —— diverge.
n

2.3. Théoréme de comparaison pour les séries a termes réels positifs ou nuls
Théoréme 20. — Soient (un)nen et (Vn)nen deuz suites de nombres réels positifs. Supposons que

U ~ (¥
n n—4+oo n

Alors les séries numériques g U, et g v, ont méme nature.
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L’hypotheése de signe dans le théoreme 19 est importante et doit étre soulignée lorsqu’on 'applique. En effet la

—1)"
serie E (=1 converge (critére des séries alternées) et

T
(1) Cyr 1
Jn noiee vn Th
(="
Tn

1 1
Cependant la série Z + — diverge, puisque la série Z — diverge.
n n

1"
FExercice 21. — Déterminer la nature de la série Z In (1 + H)

n
n>2

3. Technique de comparaison série-intégrale et intégrales de Riemann

Considérons ng € N et f: [ng, +0o][—— R une fonction continue par morceaux, positive et décroissante. La
+o00o

technique de comparaison entre la série Z f(n) et Vintégrale / f(t) dt repose sur les inégalités géométriques

no

suivantes.

Aire rose = f(k)

(4)

Aire rose
Cy = Aire bleue
= f(k)
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Théoréme 22. — Soient ng € N et f: [ng, +oo[—— R une fonction continue par morceauz, positive et décroissante.
+oo
Alors la série numérique Zf(n) converge si et seulement si l'intégrale / f(t) dt converge.
ng

Eléments de démonstration. Comme la fonction f est positive

n
e la série Z f(n) converge si et seulement si la suite numérique < Z f (k:)) est majorée;
k:no n}no
+oo

e l'intégrale /

A
f(t) dt converge si et seulement si la fonction A — / f(t) dt est majorée, si et seulement si la
no no

n
suite numérique ( / (@) dt) est majorée.
no

nzng

Soit n > ng + 1. En sommant les inégalités géométriques (3) entre ng et n — 1, il vient

n

n n n—1
St + Y f = S f) < / [ < S fm <Y f)

k=ng k=nog+1 k=ng k=ng
puis
n n
0< Y W)~ [ £(0) dt < f(m)
k‘:no o
O
1
Corollaire 23. — Soit & € R. Démontrer que la série numérique (de Riemann) Z — converge si et seulement si
n
a>1.
, 1
Ezercice 24. — Soit a > 0 et 8 > 0. Etudier la nature de la série numérique (de Bertrand) Z —g .
n® In”(n)

Condidérons ng € N et f: [ng, +00[—— R est une fonction continue par morceaux, positive et décroissante.
En additionnant membre & membre les inégalités géométriques (3) et (4) on peut
—+oo
e obtenir un équivalent des restes Z f(k) lorsque n tend vers 400, si la série Z f(n) converge;
k=n+1
n
e obtenir un équivalent des sommes partielles Z f (k) lorsque n tend vers +o0, si la série Z f(n) diverge;
k=ng

si ’on connait une primitive explicite de la fonction f. De plus, cette démarche s’adapte aux fonctions continues
par morceaux, positives et croissantes sur [ng, +00[.

FEzxercice 25. — Déterminer un équivalent de u,, =1+ 2 V243V3+...4+n \/n lorsque n tend vers +oo.

Ezercice 26. — Soit « un réel strictement positif.
+oo
1. Supposons « > 1. Déterminer un équivalent de Z — lorsque n tend vers +oc.
k=n+1

n
1
2. Supposons a = 1. Donner un équivalent de Z T lorsque n tend vers +o0.

k=1
n

1
3. Supposons a < 1. Donner un équivalent de Z T lorsque n tend vers +oo.
k=1

Ezercice 27. — Déterminer un équivalent, lorsque z tend vers 17, de la fonction ¢ définie par
1,400 — R

x — —
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4. Séries absolument convergentes
4.1. Définition d’une série vectorielle absolument convergente

Définition 28. — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et (u,)nen € EN. La série vectorielle Zun est dite

absolument convergente si la série numérique E || un || converge.

="

n

FEzxzemple 29. — La série numérique g est convergente, mais non-absolument convergente.

@ ‘ Une série vectorielle absolument convergente n’est pas nécessairement convergente, comme l’illustre I’exemple
suivant.

Xn
Ezemple 30. — La série Z o de I'espace vectoriel normé (R[X], || - || ) est absolument convergente (la série numérique
Z 27" converge), mais elle diverge dans (R[X],|| - ||, ) (adapter les arguments donnés dans I’exemple 4).
4.2. Série absolument convergente de vecteurs d’un K-espace vectoriel de dimension finie

Théoréme 31. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et (up)nen € EN. Si la série vectorielle Zun
est absolument convergente alors elle converge dans E.

sin(n
Exercice 32. — Déterminer la nature de la série Z (2 )
n
n>1
Ezercice 33. — Soient un entier p > 1 et || - || une norme sous-multiplicative sur M, (K).

1. Soit H € B (0, (k),1). Démontrer que la série matricielle Z(—l)” H" converge dans M,(K), puis calculer le
produit

+oo
(Ip + H) (Z(—l)” H")

n=0

2. Soit P € GL,(K). Justifier que Papplication

est continue.

3. En déduire que GL,(K) est une partie ouverte de M, (K).
4.3. Théoréme de comparaison pour les séries numériques
Théoréme 34. — Soient (u,)nen € CN et (vy)nen une suite de nombres réels positifs. Supposons que

O (vn)

u. =
n n—-+o0o

Si la série numérique E vy, converge alors la série E uy, est absolument convergente, donc convergente.

L’hypotheése de signe dans le théoréme est importante et doit étre soulignée lorsqu’on I'applique. En effet la

1)"

série numérique Z (_7 converge et
n
1 1"
e Loo(E)
n mn—-+oco n

1
Cependant la série numérique Z — diverge.
n

In(n) '

FExercice 35. — Déterminer la nature de la série E 5
n
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5. Exponentielle d’un endomorphisme d’un K-e.v. de dimension finie, d’une matrice

5.1. Définitions

Définition 36. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et p € N*.

Soit u € L (E). L’exponentielle de u, notée e* ou exp(u), Soit A € My(K). L’ezponentielle de A, notée e? ou

s . u” . n
est la somme de la série Z o qui converge dans L (E), exp(A), est la somme de la série Z — qui converge dans
! n!

i.e. M, (K), i.e.

+oo
u
v = =) —F€L(E
o) =3 e 2(r) g
e —exp(A)—Zn! € M,(K)

n=0

Remarque 37. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et B une base de E. Alors

Matg(exp(u)) = exp (Matg(u))

Ezxercice 88. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
1. Soient A € N et h € £ (E) 'homothétie de rapport A. Calculer exp(h).
2. Soit p € L (E) un projecteur. Calculer exp(p).

3. Soit s € L (F) une symétrie vectorielle. Calculer exp(s).
5.2. Exponentielle d’une matrice diagonale
Proposition 39. — Soient A1,..., A\, € K et D :=diag (A1,..., ). Alors
exp(D) = diag (e>‘1, ce e’\P)
5.3. Exponentielle de deux matrices semblables

Proposition 40. — Soient A, B € M,(K) deuz matrices semblables sur K et P € GL,(K) telle que A = PBP~!.
Alors
exp(A) = P exp(B) P*

G i) € Ma(R).

1 1
0 11| ¢€ Mg(R)
1 0

Ezercice /1. — Calculer 'exponentielle de la matrice A :

0
Exercice /2. — Calculer 'exponentielle de la matrice A := | 1
1

5.4. Spectre d’une exponentielle de matrice
Proposition 43. — Soit A € M,(K) et A € Specg(A). Alors
e € Speck (exp(A))

5.5. Exponentielle d’'une somme d’endomorphismes, deux matrices, qui commutent

Proposition 44. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et p € N*.

Soient u,v € L (E) tels que uov =vowu. Alors Soient A, B € M,(K) telles que AB = B A. Alors
exp(u + v) = exp(u) o exp(v) = exp(v) o exp(u) exp(A + B) = exp(A) exp(B)

Démonstration. Considérons une norme sous-multiplicative || - || sur M,,(K) et fixons n € N. Comme A et B commutent,

nous pouvons appliquer la formule du binéme de Newton pour calculer les puissances de A + B.

2n

A+B i ps—i - i Rs—i
3y ZS| ZZ' onAB ZZZ. o B (5)

s=0 s=0 =0
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Si nous posons, pour tout s € [0, 2n]
Dy :={(i,j) € [0,n] : i+j=s}

alors nous déduisons de (5) que

A+B 2n .
PDICELES Sl g
s=0 s=0 (7,] €Dy
En posant
2n
Ton = || Dy = {(i.j) € [0.2n] : i+ <2n}
s=0
il vient

2n

(A-i—B)S_ 1 i
o= ) gaAE
s=0 (4,j)ETa2n

Le triangle T5,, peut étre partitionné comme suit

Ty, = [1,n] x [1,n] |_| {(i,j) €Tap = j=p+1} |_| {(i,j) € Top, = i 2 p+1}

=:C,, (carré) =:T} (triangle haut) =:T¢ (triangle & droite)
6® ; Ts est I'ensemble des ®
T3
5K J (]
Illustration du découpage 4@ ® ®
h d
T = (3 |_| T3 |_| T:5 30 o ([ ([ ]
20 ([ J ([ J [ J (]
Cs T4
1 ® ([ J ([ J ([ J (] [ ]
— ® L @ @ @
1 2 3 1 5 6

Ainsi
A+ B
( - ) > - A’BJ+ > - A’BJ+ > AP (6)
= 7 pecy Mt e Mt e Mt
Comme
1. DA " BJ
Ly e (L) (25
11 1 1l
(GeCn il ! — il = 7!
1 i 1 i\ 1 iy m -« |[B]
X Sawl< S Larusrs Y naris =eoqan (Y 12
(i,5)€TH A (i,5)€TH " (i,5)ENX[n+1,400] 7~ j=n+1 ’

.

exp (|| BI)

“+ o0
L s 1 i ; 1 i ; | Al
X gaEle X oarsrs X arisr - X

!4 14! ! 7!
(4,5)€Te (i,j) €T (,5)E€[n+1,+o0[xN j=n+1

et comme le produit matriciel est continu, nous pouvons faire tendre n vers +oo dans l'identité (6) pour en déduire

exp(A + B) = exp(A) x exp(B)
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Ezercice 45. — Soit A € M,(K). Justifier que exp(A) € GL,(K) et exprimer exp(A)~! comme une exponentielle de
matrice.

Remarque 46. — Soit A € M,(K) telle que X , est scindé sur K, i.e. telle que A est trigonalisable dans M, (K). Nous
démontrerons que

D est diagonalisable dans M, (K)
N est nilpotente

DN=ND

A=D+N

Soient A1,...,)\, € K et P € GL,(K) tels que A = P diag(A1,...,)\,) P71, Si l'on note v € [1,n] le nilindice de la
matrice nilpotente N, il vient

IN(D,N) e M,(K) [décomposition de Dunford]

K

v—1
Nk
exp(A) = exp(D) exp(N) = P exp(diag (A1, ..., ),)) P~* exp(N) = P diag (™, ..., e>‘f’) P! (Z )
k=0

Ezercice 47. — Calculer 'exponentielle de la matrice A := (_21 (1)> € Mz(R).

6. Regle de d’Alembert pour les séries a termes réels strictement positifs

Théoréme 48. — Soit (uy,)neN une suite de nombres réels strictement positifs. On suppose qu’il existe £ € Ry U {400}
tel que

Un+1
ntl Ly
Up, n—-+oo

1. Sif < 1, alors la série numérique E Uy, COMVETGE.
2. Sit > 1, alors la série numérique E Uy, diverge grossiérement.

3. Sil=17%, alors la série numérique E uy diverge grossierement.

Démonstration.
1. Supposons ¢ < 1 et fixons un réel ¢ € J¢, 1[. Comme | — 00, ¢ [ est un ouvert contenant la limite ¢ de la suite de terme
général Unt1 nous obtenons
Un, st
Un

dng e N Vn >ng

Tous les termes de la série g u, étant strictement positifs, nous en déduisons que

N-1 N-1
VN>ny [ 2 < ]«

U
n=ng n k=ngo

—_——

=UN [Un =qN—"o

d’ou
Ung N
0

~—

constante

VN >ng 0<uy<

Puisque —1 < ¢ < 1, la série numérique g q" converge. Le théoréme de domination pour les séries a termes réels
positifs permet alors de conclure.

2. Supposons £ > 1 et fixons un réel ¢ € |1, £[. Comme |q, +o00[ est un ouvert contenant la limite ¢ de la suite de terme
Un+1

général nous obtenons

n
un+1

Un

dng € N Vn > ng

Tous les termes de la série E Uy, étant strictement positifs, nous en déduisons que

VYn2Zng Uptl > qQUp > Uy [car ¢ > 1]

La suite (uy,) est (strictement) croissante, donc minorée par wu,, > 0. Elle ne converge pas vers 0, i.e. la série

n>=ngo

g u, est donc grossierement divergente.
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3. Si la suite de terme général

Up 41

tend vers 1 par valeurs supérieures alors
n

un+1
Un

dng € N Vn > ng >1

Comme en 2, on en déduit que la série E U, est grossierement divergente.

Si (Un)n>n, une suite de réels strictement positifs telle que

Up+41
U

Up, n—-+oo

1
alors on ne peut rien dire de la nature de la série Z Uy, En effet, si a € R et, pour tout n € N*, u,, := — >0,
n

n>=ngo

Up+1 _ n * 1
U, n+1 n—+oo

1
Vi — ¢ v . v
et nous savons qu’une série de Riemann — peut étre convergente ou divergente. Précisément, elle converge
n

alors

si et seulement si o > 1.

Ezercice 49. — Soit (un)nen une suite de réels strictement positifs. On suppose que :

Un+1
ntl 51

Uy N>+

La regle de d’Alembert ne s’applique donc pas. Ajoutons une hypothése et supposons que « le quotient de d’Alembert »
possede un développement asymptotique de la forme

1
Un41 _ 1_ g Yo <)
Uy N—+00 n n

oua € R.

1.

2.

4.

Déterminer la nature de la série g

a
Déterminer la nature de la série Z bi

Montrer que si a > 1, alors E U, converge.

Montrer que si a < 1, alors Z uy, diverge.

2x4x6x%x...%x(2n)
I1x3x5x...x(2n+1)
a+1)...(a+n)
b+1)...(b+n)

en fonction du couple (a,b) € R?.

Les résultats des questions 1 et 2 portent le nom de « regle de Raabe-Duhamel ».

Ezxercice 50. — Soient (uy)neN €t (an)nen deux suites de réels strictement positifs. On suppose que

Un+1 Ap+1
INeN LgL

Un Qn

a partir d’'un certain rang.

1. Démontrer que si E a, converge, alors E Uy, converge.

2. Quel résultat antérieur peut-on retrouver grace a la question 17

Le résultat de la question 1 porte le nom de « théoreme de comparaison logarithmique ».

FExercice 51. — Déterminer la nature de la série E — en fonction du réel z.
n

2
FExercice 52. — Déterminer la nature de la série E n!z™ en fonction du réel x.

DAVID BLOTTIERE 11 VERSION DU 20 NOVEMBRE 2024



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425
7. Critere des séries alternées

Théoréme 53. — Soit (uy)nen une suite de réels telle que
(Hl) Vn €N upupt1 <0
(H2) la suite (|un | )nen est décroissante

(H3) u, — 0.
n—-+oo

Alors
(C1) la série Z U, converge
n>=0
—+o00 “+ o0
(C2) pour tout n € N, Z ug a le signe de u,11 et Z ug| < |tung1]-
k=n-+1 k=n-+1

L’hypothése (H2) dans le théoréme 53 est essentielle. En effet, la série de terme général

)L

Vit (-1

@ vérifie (H1), (H3), mais pas (H2) et la série Zun diverge. En effet

=t 1(—1)n e (1_(2‘_% +°<\/Iﬁ)> nros (?/lﬁ)n_;n“(i)

_1)n
FEzxercice 54. — Justifier que la série Z ( _3_ . converge.

Vi1

_1)n
Exercice 55. — Justifier que la série Z é +) ] converge et calculer sa somme.
n

71 n
FExercice 56. — Soit un réel o. Déterminer la nature de la série Z In <1 + (=1) )
na

e +et

Ezercice 57. — Démontrer que cos(1) = 5

¢ Q.

8. Transformation d’Abel (HP)

Ezercice 58. — Soient (an)nenN €t (bn)nen deux suites de nombres complexes. Pour tout n € N, posons
n
A, = Z a [analogue discret d’une primitive de la suite (an)neN]
k=0

1. Démontrer que pour tout n € N*
n n—1
Z apbr = Z A (bg — bg+1) + Anby [transformation d’Abel, analogue discret de l'intégration par parties]
k=0 k=0

2. Soient (an)nen une suite de nombres complexes et (by,),en une suite de réels positifs telles que :

n
(H1) la suite de terme général A, := Z ay, est bornée ;
k=0
(H2) la suite (b, )nen est décroissante et converge vers 0.

Démontrer que la série g anby, converge.
n=0
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a
3. Soit (an)nen+ une suite de nombres complexes telle que la série E — diverge. Démontrer que pour tout a < 1, la
n
/ot Qp .
série Z o diverge.

cos(nb
4. Soit 6 € R tel que 6 # 0 [27]. Démontrer que la série Z L est convergente, mais non-absolument convergente.
n

. , _— . einf
5. Soient 8 et v des nombres réels. Déterminer la nature de la série E —_—

nOL
9. Sommation des relations de comparaison

Théoréme 59. — Soient (uy),cny € CN et (vn),cn € RN telles que

U, = of(vy) et dANeN wv,>0

n—-+oo

hypothése de signe

+oo +oo
1. 57 la série E v, converge alors la série g u, est absolument convergente et E U, = O g VL
n—-+4oo
k=n-+1 k=n-+1

n n

2. Si la série E v, diverge alors E U, = O E U
n——+oo
k=0 k=0
Démonstration.
1. Supposons que la série E v, converge.
e Convergence de la série de terme général u,.
Commeu, = o(vp),un = O (vy). Comme la série E vy, dont les termes sont positifs a partir d’un
n—-+oo n—-+oo

certain rang, converge, le théoréme de comparaison pour les séries numériques nous livre la convergence de la
série E Up,-

o Les restes de la série Zun sont négligeables devant les restes de la série Zvn.
L’assertion

—+o0 —+oo
w = o 3w
Z k n——+0o k
k=n-+1 k=n-+1
a démontrer, peut se formuler comme suit
—+oo —+oo
Ve>0 IAN.eN Vn>N. | > w<e| > w
k=n-+1 k=n-+1
Soit € > 0. Comme u, = o(vy)
n——+00

AN. e N Vn> N, J|up| <e |vp

Ainsi, pour tout n > max {N, N.}

+o00 +o00 400 400 400
E Uk | < E lug| < e E lvg] =€ E Vp =€ E Vi
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1 >0 k=n-+1

2. Supposons que la série Zvn diverge et que, pour tout n € N, v,, > 0, pour simplifier la présentation.

o Comportement asymptotique des sommes partielles de la série de terme général vy,.
Comme la série E vy, est une série a termes réels positifs qui diverge

n

v —— +00 (7)
=0 n—+4o0o
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e Les sommes partielles de la série Zun sont négligeables devant les sommes partielles de la série Zvn.

n n
L’assertion Z up = O Z v | a démontrer, peut se formuler comme suit
n—-+oo
k=0 k=0
n n n
Ve>0 dN. Vn>= N, Zuk <e ka =c ka
k=0 k=0 k=0
Soit € > 0.
(i) Comme uy, T o (vn)
€
AN €N Vn> N |uy| < 3 |vn| = vn
Ainsi
n n € n € n
Vn>Ni+1 Z ug| < Z |Uk\<§ Z ngizvk (8)
k=Nj .+1 k=N .+1 k=Nj .41 k=0
n Nl,e
(ii) D’apres (7), la quantité ka est strictement positive a partir d’un certain rang Ny et, comme Z Uk
k=0 k=0
est une constante
Nl,s

D
k=0

e 0
n——+0o
>k
k=0
Ainsi :
Nie c n
INpe > No Vn>Noe |D uk| <5 Y w (9)
k=0 k=0
Posons N, := max {Ny . + 1, Na ¢ }. Pour tout n > N,
n Ni,e n Ni,e n c n c n n
ST ) SIS S SPE) S INETED DRSS gy oo
k=0 k=0 Ny e k=0 Ni,e (8) ot (9) k=0 k=0 k=0
O
Théoréme 60. — Soient (un),cn € CN et (vn),en € RN telles que
up, = Of(vyn) et INeN v, >0
n—4oo
hypotheése de signe
+oo +oo
1. 57 la série Zvn converge alors la série Zun est absolument convergente et Z U e 0] Z Vg
k=n-+1 k=n-+1
n n
2. Si la série Zvn diverge alors Zuk i O ka
k=0 k=0
Eléments de démonstration. On adapte la démonstration rédigée du théoréme 59. 0
Corollaire 61. — Soient (uy),cn € CN et (vy),cn € RN telles que
n o~  Up et dNeN wv,>0
n—-+4oo
hypothése de signe
“+o0 —+o0
1. 57 la série Zvn converge alors la série Zun est absolument convergente et kz U et kz Vg
=n+1 =n+1
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n n
2. Sila série g vy, diverge alors g U o~ E V.
P S

Démonstration.

1. Supposons que la série E v, converge.

e Convergence de la série de terme général u.,.

Comme u,, ~ vUp, Up = O (vy,). Comme la série E v, dont les termes sont positifs a partir d’un
n——+00 n——+o0o
certain rang, converge, le théoréme de comparaison pour les séries numériques nous livre la convergence de la

série g Up, -
o Les restes de la série de terme général u,, sont équivalents auz restes de la série de terme général v,.
D’apres le théoreme 59

—+oo —+oo +oo +oo
E U — E Vg = E U — Vi = (6] E Vk
n—-+oo
k=n-+1 k=n+1 k=n+1 k=n-+1
“+oo +oo
d’ou Z u o~ Z V.
n—-+oo
k=n+1 k=n-+1

2. Supposons que la série Zvn converge. diverge. D’apres le théoreme 59

n n n
E ukfé ’Uk:E U — Uk = o E Vk
n—-+o0o
k=0 k=0

k=0

Ny |
Ezercice 62. — Pour tout n € N*, on pose H,, := Z z et u, := H, — In(n).

. - , 1 n
1. Démontrer que la série de terme général — — In 1 est convergente.
n

2. Expliciter w41 — uy,, puis démontrer

N =X /1 n
ou'y.—l—i—z ﬁ—ln —1) )

n=2

H, = ln(n)—|—’y—|—0(1)

3. En écrivant H,, — In(n) — v comme le reste d’une série convergente, démontrer

1 1
Hy, n—>:+oo hl(n) +v+ % +o0 <n>
- 1 - )
4. En écrivant o comme le reste d’une série convergente, démontrer
n
1 1 1
H | W) +y+5r - to <n>

5. Comment obtenir un terme de plus dans le développement asymptotique de H,, 7
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11. Théoréme de Cesaro
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Corollaire 63. — Soient (up)nen une suite de nombres réels possédant une limite £ € R U {—o0, +oo}. Alors
IR I \
1 kZ:OUk P l [théoréme de Cesdro)
Démonstration.
e Supposons que £ € R. Comme u,, — ¢ e © (1) et que la série & termes positifs Z 1 diverge, le théoréme 59
livre

On en déduit

k=0

e Supposons que £ = +0o. Comme la suite de terme général u,, tend vers oo

1 = ofup)

n——+oo

et u, est positif a partir d’'un certain rang. Comme la série Z uy, diverge (grossiérement), le théoréeme 59 livre

n n
n—i—l:’;)l n_im o(lgouk>

n

Comme la suite de terme général E uy, diverge vers 400, ses termes sont strictement positifs a partir d’un certain

k=0
rang, d’ou
n+1
= 1
n n—+4o0o O( )
Uk
k=0
puis
1< ration sur les limites. of L —
) kZOUk m +00 par opération sur les limites, cI. o= +00
e Le cas £ = —oo es obtenu en appliquant le résultat du point précédent a la suite (—uy),, cn-
O
~ Le théoreme de Cesaro trouve des applications dans la recherche d’équivalents de termes généraux de suites
récurrentes, cf. exercice ci-dessous.
Ezercice 64. — Soit a un réel strictement positif fixé. Considérons une suite réelle (u,)nen telle que ug > 0 et, pour

tout n € N, upy1 = un + —.
n

1. Etudier le comportement asymptotique de la suite (y)neN-

2. Déterminer un équivalent de u,, lorsque n tend vers +o00. On pourra chercher un exposant 8 > 0 tel que la suite de

7 B8 B N A .
terme général u,, | — u;, possede une limite finie non nulle.
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