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1. Survol de la construction de l'intégrale d’une fonction continue sur un segment

Notation. — Soient a,b des nombres réels tels que a < b.

On se propose de rappeler des éléments de la construction de 'intégrale de Riemann d’une fonction continue sur le segment
[a, b].

1.1. Subdivision d’un segment

Définition 1. — Une subdivision du segment [a,b] est un uplet (xg,x1,...,x,) de points de [a,b] tel que
a=20 <11 < ...<Tp1<xTp=2>0

Le support d’une subdivision o := (xg,x1,...,x,) du segment [a,b] est défini par :

Supp(o) := {zg, 21,...,Zn}

Ezemple 2. — Soit n € N*. Le n-uplet

b—a 2(b—a) k(b—a) (n—1)(b—a)
a ,a+ - , a4+ - ,...,a+T,...,a+#, b
xo N—— N—— N——— Ty
T To Tk Tn—1

est une subdivision du segment [a,b], appelée subdivision réguliére du segment [a,b] & n pas. La longueur du segment
[k, Zgx+1] est constante, égale & (b — a)/n, d’ott la terminologie.

Définition 3. — Soient o1 et o2 deux subdivisions du segment [a, b]. La subdivision o1 est dite plus fine que la subdivision
o3 si Supp(oz2) C Supp(o1).

Définition 4. — Soient o1 et oo deux subdivisions du segment [a,b]. Le mélange des deux subdivisions o1 el oo est
Punique subdivision, notée o1#02, du segment [a,b] dont le support est Supp(o1) U Supp(oa).

1.2. Fonctions en escalier sur un segment

Définition 5. — Une fonction f: [a,b] —— R est dite en escalier s’il existe une subdivision (xg,x1,...,%n) du
segment [a,b] telle que, pour tout k € [0,n — 1], la restriction :

]xk,$k+1[ — R
TMexaxil t — f(t)

est constante. Une telle subdivision du segment [a,b], si elle existe, est dite adaptée d f.

Remarque 6. — Soit f: [a,b] —— R une fonction en escalier. Soit o est une subdivision adaptée a f. Alors toute
subdivision plus fine que o est encore adpatée a f.

Remarque 7. — Soit f: [a,b] —— R une fonction en escalier. Soient ¢,d des nombres réels tels que a < ¢ < d < b.
Démontrer que la restriction de f au segment [c, d] est en escalier sur [c, d].

Notation. — On pose
E([a,b],R) := {f e R . 1a fonction f est en escalier}
Proposition 8. — L’ensemble £([a,b], R) est une sous-R-algébre de la R-algébre R[4 des fonctions définies sur [a, b]

et a valeurs dans R.

Démonstration.

e Soit ¢ un nombre réel. Alors la fonction constante :

est en escalier. En effet, la fonction f),4[ est constante et donc la subdivision (a,b) du segment [a, b] est adaptée &
fe- En fait, toute subdivision du segment [a,b] est adaptée & la fonction f.. Donc la fonction fy (resp. f1), qui est
le neutre pour laddition de Rl®? (resp. pour la multiplication de R[‘“b}) est en escalier.
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e Soit f € &([a,b],R) et soit A € R. Considérons une subdivision (zg,1,...,2Z,) du segment [a,b] adaptée a la
fonction f.
Soit k € [0,n — 1]. La fonction f étant constante sur |zx, zg4+1[, il en est de méme de la fonction Af.
Donc la fonction Af est en escalier et (zg, 21, ...,2,) est une subdivision du segment [a, b] adaptée a la fonction Af.
e Soient fi, fo € E([a,b],R). Soit o1 (resp. o3) une subdivision du segment [a,b] adaptée a la fonction f (resp. fa).
Notons o := o1#05 et posons o =: (g, 1, . - . ,xn).

Soit k € [0,n — 1]. La subdivision o étant plus fine que o1 (resp. o2), la fonction fi (resp. f2) est constante sur
lintervalle |z, xg+1[. Donc la fonction f; + fo (resp. fif2) est constante sur |xg, Tgi1].
Ainsi la fonction fi; + fo (resp. fifa) est en escalier et o1#02 est une subdivision du segment [a, b] adaptée a la

fonction f1 + fo (resp f1f2).
O

Ezercice 9. — Démontrer que, pour tout fi, fo € £([a,b],R), les fonctions

. @) — R .8 — "
min (f1, f2) ¢ —  min (f1(2), f2(t)) et max (f1, f2) t —  max (f1(¢), f2(t))

sont en escalier sur [a, b]. En déduire que, pour toute f € &([a,b], R), la fonction

)
[a,b)) — R
—

AN 70
est en escalier sur [a, b].

Ezercice 10. — Soit f € £([a,b],R). Soient ¢,d deux nombres réels tels que ¢ < d. Soient g € £([c,d],R) On suppose
que f(t) € [e,d], pour tout t € [a,b]. Ainsi la fonction
[a,b] — R

t o g(f(t)

est-elle bien définie. Démontrer que la fonction g o f est en escalier sur [a, b].

gof

1.3. Définition de l’intégrale d’une fonction en escalier sur un segment

Définition 11. — Soit f € E([a,b],R) et soit 0 = (g, 21, ..., 2,) une subdivision du segment [a,b] adaptée d la fonction
f- On pose :
n—1
S(f’ U) = Z fick,xkﬂ (xk-H - xk)
k=0

ot pour tout k € [0,n — 1], fz, 2y € R lunique valeur prise par la fonction f sur Uintervalle |xg, op41].

Lemme 12. — Soit f € &([a,b],R). Soient o1 et oo deuzx subdivisions du segment [a,b] adaptées a la fonction f. Si oy
est plus fine que oo, alors S(f,01) = S(f,02).

Eléments de démonstration. On procede par récurrence sur le cardinal n de ’ensemble fini o1 \ 02. Sin = 0, alors o1 = 09
et lassertion est triviale. L’étape essentielle, pour démontrer I’hérédité, est d’établir le résultat dans le cas ou o; contient
un point de plus que os.

Supposons alors que o1 = (xg, 21, . . ., &, ) contient un point de plus que o. Soit x; (i € [1,n—1]) le point de o7 qui n’est
pas dans o9. Donc 09 = (20,21, ...,%i—1,Tit1,...,Z,). Comme la fonction f est constante sur l'intervalle |z;_1,x; 1],
nous savons que fz, | o = fo._1,2; = fei_1,2:4.- Nous calculons alors

1

S(fa Ul) = fmk,karl (karl - xk)
0

S
|

E
I
N

71—

n—1
fmk,mk+1 (xk‘Jrl - xk)) + fzi_l,xi (x’L - xi*l) + f:ci,zi_'_l (x1+1 - x’L) + < Z fil?k,rk+1 (mk+1 - xk))

k=i+1

i
N o

n—1
for i (Tre1 — xk)) + foivwin (T — Tim1 +Tip1 — ) + ( > faewrn (@re — mk))

k=i+1

<)
N o

I
e T T
I

o

n—1
f1k7Ik+1 (‘TkJrl - xk)) + fwi—lyxi+1 (xi+1 - 3;‘1;1) + ( Z fIk,Ik-H (xk+1 - xk))

k=i+1

[=)

= S(f,o02)
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U
Lemme 13. — Soit f € E([a,b],R). Soient 01 et o2 deux subdivisions du segment [a,b] adaptées d la fonction f. Alors
S(f,00) = 5(f,2).
Démonstration. Comme la subdivision o1#05 est plus fine que oy et o9, il vient
S(f,o1#0o2) = S(f,01) et S(f,o1#02) = S(f,02)
d’apres le lemme 12. O
Définition 14. — Soit f € £([a,b],R). Soit 0 = (zg, 21,...,T,) une subdivision adaptée d f. Pour tout k € [0,n — 1],

on note fo, 2., € R Vunique valeur prise par la fonction f sur Uintervalle |xy, xpq1[. L'intégrale de f sur [a,b] est le

scalaire défini par
n—1

b
[ @) o= 3 fuyns (o = ) =5 S(£,0),
a k=0

b
(@) D’apres le lemme 13 la valeur de / f(z) dz ne dépend pas de la subdivision de [a, b] adaptée & f choisie. La

a
définition de I'intégrale d’une fonction en escalier sur un segment est donc intrinseque.

b
Remarque 15. — La possibilité de choisir une subdivision adaptée a f pour calculer / f(x) da s’avérera souvent utile
a

pour établir les résultats fondamentaux rassemblés dans la partie suivante.

Remarque 16. — Soit f € E([a,b], R).

b
1. Soit o = (zg, x1,...,2,) une subdivision de [a,b] adaptée & f. Alors, par définition méme, le scalaire / f(z) dx
a
ne dépend pas des valeurs de la fonction f aux points xg, Z1,...,ZTx,.

2. Soit 0 = (xg, 1, ..., T,) une subdivision de [a,b] adaptée & f. Soit {x’l,x’Q, . ,x;} un ensemble fini de points du
segment [a,b]. Soit ¢’ 'unique subdivision du segment [a,b] dont le support est I’ensemble fini {zg,z1,...,2,} U
{x},a,... 79629}. Alors, comme o’ est plus fine que o, la subdivision ¢’ est adaptée a f. D’aprés 1, le scalaire

b
/ f(z) dz de dépend pas de la valeur de la fonction f aux points xg, 1, ..., ZTn, 7,23, ..., T, En particulier le
a
b
scalaire / f(z) dx est indépendant des valeurs de f aux points 7,5, ..., ).
a

3. On peut donc modifier les valeurs d’une fonction en escalier sur un segment en un nombre fini de points, sans
modifier la valeur de son intégrale sur ce segment.

1.4. Propriétés de l’intégrale d’une fonction en escalier sur un segment

Théoréme 17. — L’intégrale des fonctions en escalier sur un segment posséde les propriétés suivantes.

b b b
1. Y (A, A2) € R? VY (f1, f2) € E([a, ], R)? /Alfl(x)+)\2f2(x) dx:Al/ fi(z) dx+)\2/ fo(z) da [linéarité]

2.V feé&(ab],R) (Vzela,b], f(z) 20) = / flx) dz >0 [positivité]

b c b

3. ¥V fe&(ab],R) Ve € [a,b] / f(z) da z/ f(z) dx +/ f(x) dzx [relation de Chasles|
a a b (& b

4 Y (f.9) € E([a,0,R)*  (Vzelab], fz) <glz)) = / fz) dx </ g(x) dz  [croissance]

/abf(x) dz

Démonstration. Si une fonction ¢ est constante sur un intervalle |e, d[, alors 'unique valeur qu’elle prend sur l'intervalle
le, d] est notée ¢ g.

b
5. YV fe&(ab],R) < / |f(z)] dx [inégalité triangulaire]
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1. Soient (A1,A2) € R? et (f1, f2) € &([a,b],R)%. Soit o1 (resp. o2) une subdivision de [a,b] adaptée & f1 (resp. f2).
Alors o109 est une subdivision de [a, b] adaptée a la fois & f1, fo et A1 f1 + Aafo. Ainsi

b b
Al/ fi(z) dx+)\2/ ha(@) dz = A S(f1,01302) + A2 S(f2, o17#02)
e ¢ S(g\lfl‘i’/\QfQ,a_l#UQ)

/ )\1f1(l‘) =+ /\2f2($) dz.

2. Soit f € &([a,b],R). Soit o = (x¢, 21, ..., 2T,) une subdivision de [a,b] adaptée & f. Comme f est positive ou nulle,
pour tout k& € [0,n — 1], le scalaire f;, »,., est positif ou nul. Ainsi

b n—1
/ f(l’) dx := Z fzk,$k+1 (xk+1 - xk)
a k=0

est positive ou nulle, comme somme de nombres réels positifs ou nuls.
3. Soit f € &([a,b],R). Soit ¢ € [a,b]. Soit o = (xp,z1,...,%,) une subdivision de [a, b] adaptée & f. Quitte a prendre
une subdivision plus fine que o, nous pouvons supposer que ¢ appartient au support de o.
Soit ¢ I'unique entier de [0,n] tel que ¢ = x;. Posons alors
0L = (1]0,.’1?1,...,3?,‘) et 0> = (mi,miﬂ,...,xn)

Alors o«; (resp. 0>;) est une subdivision de [a, c] (resp. [c,b]) adaptée & la fonction fi, o (resp. fis)-

n—1

b
/ f(x) dz = Z fzk,$k+1 (mk+1 - xk)

k=0
i—1

= Z fl’k Tp41 ‘rkJrl - xk + Z fl‘k Tp41 'Tk+1 - wk)

/f dac—i—/f

4. Soit (f,g) € &([a,b],R)? tel que pour tout = € [a,b], f(z) < g(x). Alors pour tout x € [a,b], g(x) — f(x) > 0. Par
positivité

b
/ 9(x) — f(z) dz >0,

b b
/ g(x) dac—/ flx) dz >0
Le résultat en découle.

5. Soit f € &([a,b],R). Comme pour tout x € [a,b], —|f(z)| < f(z) < |f(x)], la croissance livre

/:_|f(w) dm</abf(x) dx</ab|f(x) da.
/ab|f(:z:)| dxﬁ/abf(:z:) dxg/ab|f(m)| de.

puisn, par linéarité

Par linéarité

/a " fa) da| < / @)

1.5. Théoréme de Heine

Donc

Le théoreme de Heine joue un roéle essentiel dans la construction de l'intégrale de Riemann d’une fonction continue sur
un segment que nous rappelons ici.

Définition 18. — Soit I intervalle de R. Soit f: I —— R une fonction. Elle est dite uniformément continue si :

Ve>0 3Ja>0 V(z,y)el* |Jz—yl<a=|f(x)—f(y)<e
Remarque 19. — Soit I intervalle de R. Soit f: I —— R une fonction.
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1. Si f est k-lipschitzienne, pour un certain k > 0, i.e. si

V(z,y) e I’ |f(x) = fy)| < klz—y|

alors f est uniformément continue sur I.

2. Si f est uniformément continue sur I, alors f est continue sur I.

Théoréme 20. — Soit une fonction f: [a,b] —— R. Si f est continue sur [a,b], alors f est uniformément continue
sur [a,b] (Heine).

Dans le théoréme de Heine, le fait que l’ensemble de définition de la fonction soit un segment (compact) joue
un roéle crucial. En effet, la fonction « carrée »

© pI 2R

r +— T

est continue sur R, mais non-uniformément continue sur R.

1.6. Une fonction continue sur un segment est limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier

Lemme 21. — Soit f € C°([a,b],R) et p € E([a,b],R).
1. La fonction ¢ est bornée.

2. La fonction f — ¢: [a,b] —— R est bornée.

Démonstration.

1. La fonction ¢ est en escalier sur un segment, donc son ensemble image est fini. Comme tout partie finie de R est
bornée, la fonction ¢ est bornée.

2. La fonction ¢ est bornée d’aprés 1. Donc il existe M; € R tel que pour tout = € [a,b], |p(z)] < M. La fonction
f est continue sur un segment est bornée (et atteint ses bornes). Donc il existe My tel que pour tout = € [a,b],
|f(z)] < Ms. Nous en déduisons que, pour tout z € [a, b]

[f (@) = (@) <[f (@) + |p(x)| < My + My

Théoréme 22. — Soient f € C°([a,b],R) et e > 0. Il existe (o, .) € E([a,b], R)? tel que
Lvrelal] ) < f(x) < (@)
2. ||[the — pelloo <€

Démonstration. Soit € > 0. La fonction f étant uniformément continue sur [a, b] (théoréeme de Heine), il existe oo > 0 tel
que pour tout (z,vy) € [a,b]?
z—yl<a = [fl@)-flyl<e

—a
< a. On introduit la subdivision

D’apres la propriété d’Archimede, il existe un entier naturel non nul n tel que

réguliere
b— 2(b— k(b— —1)(b—
agbm e kb0 meDb-a)
~~~ n n n n ~~~
o —_— — —— Tn
1 To Tk Tn—1

h—
dont le pas est de a

n
Fixons k € [0,n — 1]. La fonction fj(;, a,,,) est continue sur le segment [z, 7341]. Elle est donc bornée et elle atteint ses
bornes. Donc il existe ay, Oi € [Tk, Tr11] tels que

Vo € [wk,apial,  flaw) < fle) < f(Bk) (1)

D’autre part, comme g, Bk € [Tk, Trp+1],

b—a
n

1Bk — cu| < |Tppr — x| = <o
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Donc
|f(Br) — flow)| < e (2)
Soient les deux fonctions
[a,b] — R
Pe flag) siz € [rg,zpi1] ot ke [0,n—1]
v { f(bls six = x: :klj_1
et
[a,b)] — R
e f(Br) sizé€|xg,xpp1[ ok € [0,n—1]
oo { fb) siz=uz,= bJr1

Ces deux fonctions sont en escalier. De ¢, (b) = ¢ (b) et (1) on déduit
Vo € la,b]  ge(@) < flx) < Pe(x)

De ¢ (b) = ¥ (b) et (2) on déduit
Ve € [aab] W)E(x) - 305(1'” Se

et done |[the — velloo < €. -

Corollaire 23. — Soit f € C°([a,b],R). Alors il existe (¢n)nen+ € E([a,b], R)N telle que

Hf“ﬂn”oo mo

Démonstration. Soit n € N*. Notons ¢, et 1, des fonctions en escaliers obtenues en appliquant le théoreme précédent

1 .
pour € := —. D’ou
n

Vo € la,b],  pn(r) < f(2) < Ynlz) (3)
et

De (3), on déduit ||f — ©nlloo < ||¥n — @nlloo- Alors, grace a (4), il vient, pour tout n € N*

1
Le théoreme d’encadrement donne le résultat. 0
1.7. Définition de l’intégrale d’une fonction continue sur un segment

Théoréme 24. — Soit f € C°([a,b],R). Soient les deuz parties de R définies par

b
I=(f):= {/ o(x) dz : ¢ € E([a,b],R) telle que, pour tout x € [a,b], p(x) < f(x)}

et
b
I7(f) = {/ Y(z) doe : ¢ € E([a,b],R) telle que, pour tout x € [a,b], f(z) < z/}(:c)}

1. La partie I ~(f) de R est non vide et majorée.
2. La partie IT(f) de R est non vide et minorée.

3. sup (I=(f)) = inf (I7(f))

Démonstration. Soit n € N*. Notons ¢, et ¢, des deux fonctions en escaliers obtenues en appliquant le théoréme 22,
pour € := l D’ou
' Veelat]  eua) < () < vale)
et
llon = Pnlloo <
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1. Par suite / wn(x) dz € I7(f). Donc I~ (f) est non vide. Soit ¢ € £([a,b],R), telle que, pour tout = € [a,b],

o(x) < f(x). Alors, pour tout = € [a,b], p(x) < ¥, (x). Par croissance de l'intégrale des fonctions en escalier sur des
segments
b b
[ @ o< [ do
b
Donc / Yn(x) da est un majorant de I~ (f).

b b
2. De méme qu'en 1, on obtient [ 1, (x) dz € IT(f) et / ¢n(x) dz est un minorant de I*(f).

3. De 1 et 2 on déduit (passage au sup et a l'inf)

Vn € N* sup / Un(z
et X
Vn € N* / on(z) dz <inf (I7(f))
puis :
b
Vn € N* / (Pn(x) dr < Sup / 'L/)n
et

b
Vn € N* / on(x) dz < inf I+ / U (x
On en déduit
b b
Vn € N* 0< [sup (I7(f)) —inf (IT(f))| < | ¥nl2) dzf/ on(z) do (5)

En utilisant les propriétés de I'intégrale des fonctions en escaliers sur un segment, il vient, pour tout n € N*

0</abz/)n(x) dx—/abgon(x) dz

dx—/agon()d

/ (@) = pu(@) da

< / () — (@) de

< /||sonfwn|\m de
b
1
< /—dx
a n
B b—a
o n

Joint & (5), ce calcul donne :

b—a
n

YneN*  0< |sup (I(f)) —inf (I7(f))| <

En faisant tendre n vers 400, il vient |sup (I ~(f)) —inf (I T(f))| = 0, d’ou le résultat.
U

Remarque 25. — Les suites de fonctions en escalier (¢, )nen+ et (¥n )nen~, introduites dans la démonstration précédente,
vérifient une propriété remarquable, qui se déduit aisément des derniers résultats de cette démonstration.

b
/ nl) de —— sup (I () = inf (1*(/)

n—-+o0o
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et

/ U (x dx—)sup([ (f)) =inf (I7(f)).
Définition 26. — Soit f € C°([a,b],R). L’intégrale de f sur [a,b] est le scalaire défini par :

b
/ f(x) do:=sup (I ~(f)) = inf (I 7(f))

ot

b

I17(f):= {/ o(z) dz : ¢ € E([a,b],R) telle que Vx € [a,b], p(x) < f(ac)}

et

b
) = {/ Y(z) dz @ ¥ € E([a,b],R) telle que Yz € [a,b], f(z) < w(x)}

1.8. Sommes de Riemann
Théoréme 27. — Soit f € C%([a,b],R). Soit une suite de fonctions (fn),en € €([a,b], R)N telle que :

||f_fn||oo m 0.

b b b
Alors la suite numérique de terme généml/ fn(x) dz est convergente et lirJIrl / fo(z) do = / f(z) da
a n—-+oo a a

Démonstration. Considérons & nouveau la suite de fonctions en escaliers (¢, )nen+ introduite dans la démonstration
donnée du théoreme 24. Soit n € N*.

/ab ful(z) do = /ab fn(@) = () da:+/ab on(z) da.

[ e ar o [ 16

il reste a établir fn(x) —op(z) de P 0.

Comme

Soit n € N*. D’ apres les propriétés de 1 mtegrale des fonctions en escalier sur un segment

0< / ful2) — pul(a) da

D’apres le théoréme d’encadrement, il suffit de vérifier que || f, — ©nlloo R 0.
n—-+oo

s/ Fal@) — onl@)] dxs/ 1fn = @nlloo dz = (b= a) [|fu — @nlloo-

Soit n € IN*.
Comme ||frn, — flloo —— 0 et ||¢on — flloo —— 0, le théoréme d’encadrement livre ||f,, — ¢n|loc —— 0. O
n—4oo n—+o00 n—+00

Corollaire 28. — Soit f € C%([a, ], R).
1. Convergence des sommes de Riemann « par la gauche »

n—1

b
Z f<a+kb) dxm/ flx) dz

2. Convergence des sommes de Riemann « par la droite »

—a En: (a—i—k) dxm)/abf(m) dx

k=1

b—a

Eléments de démonstration. Ce corollaire se déduit du théoréme précédent.

b
e On interprete chacune des sommes de Riemann comme une intégrale / On(z) dz, ou 0,: [a,b] —— R (n € N*)
a

est une fonction en escalier & préciser.
e Dans chacun des cas, on vérifie que ||f — 0, ||cc —— 0, en appliquant le théoréme de Heine.
n—-+o0o

O
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1.9. Propriétés de ’intégrale d’une fonction continue sur un segment

Proposition 29. — L’intégrale des fonctions continues sur un segment posséde les propriétés suivantes.

L ¥Oup) €R2 Y(f.g) € C°(a, b, R)? //\f( )+ ug(x) de = A /f dx+u/ g(z) de  [linéaritd

2VfeC(ab,R) (Voelal f)>0) — / @ [positivitd
3. ¥ fecC(a,b],R) Ve € la,b] / f(z) dz —/ f(z) dz +/ f(z [relation de Chasles)
VY (f,9) € C°([a,b],R)? (V€ la,b] f(z) < g(x)) = / f(z / g(z) da [croissance]

b
5. Y feCa,b],R) g/ |f(z)| d= [inégalité triangulaire]

/abf(a:) dz

Eléments de démonstration.

1. Elle découle de la propriété de linéarité pour les fonctions en escalier « par passage a la limite », en utilisant le
théoreme 17, par exemple.

2. Soit f € C%(a,b], R) tel que pour tout z € [a,b], f(z) = 0. Soit (¥, )nen+ la suite de fonctions en escalier sur [a, b],
comme dans la démonstration du théoréme 24. Soit n € N*. Pour tout x € [a,b], 0 < f(z) < ¥ (). Par positivité
de l'intégrale d’une fonction en escalier sur un segment

/;wn(x) da >0
<nll>r-i1-1<>c/wn da:—/ f(z

3. Elle découle de la relation de Chasles pour les fonctions en escalier « par passage a la limite », en utilisant le théoréme
27, par exemple.

En faisant tendre n vers 400, il vient

4. Elle est conséquence de la positivité et de la linéarité (cf. démonstration du théoréme 17).

5. Elle est conséquence de la positivité et de la linéarité (cf. démonstration du théoréeme 17).

1.10. Théoréme fondamental de ’analyse

Théoréme 30. — Soient I un intervalle de R, f € C°(I,R). et ¢ un point de l'intervalle I. Alors la fonction

I — R
F, ¢
r —> f() dt
(&3
est l'unique primitive de f sur I qui s’annule en c.

1.11. Propriété de séparation pour l’intégrale d’une fonction continue et positive ou nulle sur un segment

Proposition 31. — Soit f: [a,b] —— R une fonction continue et positive ou nulle sur un segment. Alors :

b
/f(x)dx:() —  (Vac[ab f@)=0)

Démonstration. Cf. exercice 79 de la banque CCINP. O
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1.12. Calcul d’une intégrale de fonction continue sur un segment a ’aide d’une primitive

Théoréme 32. — Soit f € C!([a,b],R). Alors

b
/ f(2) dz = f(b) - f(a)

Les calculs d’intégrales de fonctions continues sur des segments reposent tres souvent sur ce théoréeme. En effet,
il se reformule ainsi. Si f € C%([a,b],R), si la fonction F': [a,b] — R est une primitive de f alors :

b
v / f(z) dz = F(b) - F(a)

et donc la connaissance de primitives usuelles permet de calculer effectivement des intégrales.

1.13. Intégration par parties sur un segment

Théoréme 33. — Soient u,v € C*([a,b], R). Alors :

Eléments de démonstration. Conséquence du théoréme 32 et de la formule de dérivation (uv) = u'v + v’ u. O
1.14. Changement de variable sur un segment
Théoréme 34. — Soient u € C*([a,b], R), I un intervalle contenant u([a,b]) et f € C°(I,R). Alors
b u(b)
[ @) v@) az = [ LCR
Eléments de démonstration. Conséquence du théoréme 32 et de la formule de dérivation
(Fou) =u (F'ou)

ol F est une primitive de f sur i.

2. Intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment

Notation. — Soient a,b des nombres réels tels que a < b.

On expose une extension de la notion d’intégrale vue pour les fonctions continues sur un segment aux fonctions continues
par morceaux sur un segment.

2.1. Fonctions continues par morceaux sur un segment

Définition 35. — Soit une fonction f: [a,b] —— R. La fonction f est dite continue par morceauz sur [a,b] s’il existe
une subdivision a = ag < a1 < ... < ap = b du segment [a,b] telle que

(H1) pour tout k € [0,n — 1], la fonction f|1a, a,.,| €5t continue;

(H2) f(x) admet une limite finie quand x tend vers a*,ay ,af,ay,a3,...,a, ;,at | b™.

Une telle subdivision du segment [a,b], si elle existe, est dite adaptée d f.

Remarque 36. — Dans la précédente définition, on peut remplacer (H1) et (H2) par

(H) pour tout k& € [0,n — 1], la fonction f|, est continue et prolongeable par continuité sur le segment [ag, ag+1].

|
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Proposition 37. — Une fonction f: [a,b] —— R continue par morceauz est bornée.
Notation. — On pose

CM ([a,b],R) := {f e Rl . 1a fonction f est continue par morceaux }

Remarque 88. — Une fonction f: [a,b] —— R en escalier (resp. continue) est continue par morceaux. Ainsi

E([a,b],R) € CM ([a,b],R) D C%(a,b],R)

Proposition 39. — L’ensemble CM ([a,b],R) est une sous-R-algébre de la R-algébre RI*Y des fonctions définies sur
[a,b] et a valeurs dans R.
Eléments de démonstration. Analogue & celle donnée pour la structure de &([a, b], R) (cf. proposition 8). O
@ ‘ Une composée de deux fonctions continues par morceaux n’est pas nécessairement continue par morceaux,
comme l’illustre ’exercice suivant.
FEzxercice /0. — Soient les fonctions
f xsin() six >0 et g -1 siz<0
x x x — .
. 1 siz > 0.
0 siz=0

1. Vérifier que f et g sont continues par morceaux, sur leurs intervalles de définition respectifs.

2. Justifier que la fonction go f: [0, 1] —— R est bien définie, puis démontrer qu’elle n’est pas continue par morceaux
sur [0, 1].

2.2. Définition de l’intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment

Notation. — Si une fonction f: [a,b] —— R est continue par morceaux, si a = ag < a1 < ... < ap = b est une
subdivision de [a,b] adaptée a f, alors pour tout k € [0,n — 1], le prolongement par continuité de f|ja, a, ,[ & [@k; Grt1]
est noté f| 4, appi]s 1-€-

[ak, ak+1] — R
lim, ft) sixz=ag
—_— t~>a
f| lag,art1] T — f(x) siap <z <agsr
lim f(t) siz=ar4
t~>alz+1

Lemme 41. — Soit f € CM ([a,b],R). Soient
a=ay<a; <...<ap_1<a,=>b et a=ay<a)<...<a, ;<a,=b

deur subdivisions de [a,b], adaptées a f. Alors

a’i+1

Z/akﬁTkﬂ dfo/ T ((x) da.

Eléments de démonstration. Analogue & celle donnée pour les sommes S(f, o) ot f € £([a,b],R) et ¢ est une subdivision
adaptée a f (cf. lemmes 12 et 13). O

Définition 42. — Soit f € CM ([a,b],R). Soit a = ag < a1 < ... < a, = b une subdivision de [a,b], adaptée a f.
L’intégrale de f sur [a,b] est le scalaire défini par

b n—-1 a1
/ fla) doi=3" / T o (@) do
a k=0 Y%

b
(@) D’apres le lemme 41, la valeur de / f(z) dz ne dépend pas de la subdivision de [a, b] adaptée & f choisie. La

a
définition de l'intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment est donc intrinseque.

Remarque 43. — Soit une fonction f: [a,b] —— R.
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b

1. Si f € &([a, b], R alors les définitions 14 et 42 de / f(t) dt coincident.
b

2. Si f € C%[a,b], R alors les définitions 26 et 42 de / f(t) dt coincident.

2.3. Propriétés de l’intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment

Théoréme 44. — L’intégrale des fonctions continues par morceaux sur un segment posséde les propriétés suivantes.
b

b b

1. Y(\p) e R? Y(f,9) € CM([a,b],R)? / M(x) + pg(x) de = A / f(x) de+p / g(z) dz [linéarité]
b

2.V felM(a,b,R) (Vz €[a,b] f(z) 20) = / f(z) dz >0 [positivité]

b c b
3.V felM(a,b],R) Ve € [a,b] / f(z) dx :/ f(z) dx—i—/ f(z) dx [relation de Chasles]
b

4.V (f.9) € CM ([a,b],R)? (Vz € la,b] f(z)<g(z)) = / f(z) da < / g(x) dzx [croissance]

/abf(m) dz

Eléments de démonstration. Analogue & celle donnée pour les propriétés de I'intégrale d’une fonction en escalier sur un
segment (cf. théoréme 17), en s’appuyant sur les propriétés de I'intégrale d’une fonction continue sur un segment (cf. 29).
a

b
5. VfelM(a,b],R) < / |f(z)] dz [inégalité triangulaire]

2.4. Pas de propriété de séparation pour ’intégrale d’une fonction continue par morceaux positive ou nulle

@ Nous ne disposons pas de propriété séparation pour I'intégrale d’une fonction continue par morceaux positive
ou nulle, comme l’illustre ’exercice suivant.

Ezercice 45. — Soit la fonction
-1,1] — R
f - . { 1 S%xe{fl,o,l}
0 sinon

qui est positive ou nulle sur [—1, 1], mais non identiquement nulle sur [—1,1].

1. Représenter graphiquement la fonction f, puis justifier que la fonction f est continue par morceaux sur [—1, 1].

1
2. Calculer/ f(z) da.
-1

2.5. Pas de théoréme fondamental de 1’analyse pour une fonction continue par morceaux

@ ‘ Nous ne disposons pas du théoréme fondamental de ’analyse pour une fonction continue par morceaux, comme
I'illustre I’exercice suivant.

FEzxercice /6. — Soit la fonction
R — R
f NN { -1 siz<0
1 six>0

1. Représenter graphiquement la fonction f, puis justifier que la fonction f est continue par morceaux sur chaque
segment de R.

2. Reconnaitre la fonction
R

— R
Foryy /f(t) dt
0

3. Justifier que la fonction Fjy n’est pas une primitive de la fonction f sur R.
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3. Fonctions continues par morceaux sur un intervalle

Notation. — Dans cette partie, la lettre I désigne un intervalle non vide de R et la lettre K I'un des corps R ou C.

Définition 47. — Une fonction f: I — K. est dite continue par morceaux sur I si et seulement si la restriction de f
a tout segment inclus dans I est continue par morceaux sur ce segment, i.e.

v [a, b] clI f‘ [a,b] cCM ([a, b], K) .

Notation. — On pose
CM(I,K):={f¢€ K’ : la fonction est continue par morceaux }

Ezxemple 48. — Toute fonction continue sur I est continue par morceaux sur I. Ainsi

C%I,K) ¢ CM(I,K)

FEzxzemple /9. — La fonction partie entiére est continue par morceaux sur R.

Ezxemple 50. — La fonction f définie par

R R AN
f NN 0 sixz <0
e ™ six=>0 | 2

est continue par morceaux sur R.

Ezemple 51. — La fonction g définie par

Y
Cy
R — R
g 0 siz=0 1 ‘ T
T 1 ]
— siz#0 v !
x
n’est pas continue par morceaux sur R.
Proposition 52. — L’ensemble CM (I, K) est une sous-K-algébre de la K-algebre K.
@ ‘ Une composée de fonctions continues par morceaux n’est pas nécessairement continue par morceaux, comme
I'illustre I'exercice suivant.
FEzxercice 53. — Justifier que les fonctions
R — R
R — R 0 siz=0
f et g
x sin | — siz#0
x
sont continues par morceaux sur R, mais que la fonction f o g ne I’est pas.
Ezercice 54. — Pour tout n € N*, on définit la fonction f,, par
R+ — R
0 siz=0
1
fn T — n si0<zxz< —
1 n
— six > —
x n
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1. Soit n € N*. Représenter graphiquement la fonction f,,, puis justifier que la fonction f, est continue par morceaux
sur R.

2. Soit x € R4 fixé. Démontrer que la suite numérique (f,,(z))nen converge.

3. La fonction f définie par
R+ — R

e v lim fu(z)

f

est-elle continue par morceaux sur Ry 7

4. Etudes asymptotiques d’intégrales partielles

1
1
Ezercice 55. — Justifier que, pour tout € € 0, 1], I'intégrale I(¢) := / % dt est bien définie, puis étudier le compor-
€

tement asymptotique de I(¢) lorsque A tend vers +oo.

1
1
Ezercice 56. — Justifier que, pour tout € € ]0,1[, l'intégrale : I(e) := / i dt est bien définie, puis étudier le

comportement asymptotique de I(e) lorsque A tend vers +oo.

1
Ezercice 57. — Justifier que, pour tout € € ]0,1[, I'intégrale : I(g) : / In(t) dt est bien définie, puis étudier le
g

comportement asymptotique de I(¢) lorsque A tend vers +oc.

A
Ezercice 58. — Soit a un réel fixé. Justifier que, pour tout A € ]0, +o00[, l'intégrale I,(A) := / e~ dt est bien définie,
0

puis étudier le comportement asymptotique de I,(A) lorsque A tend vers +oo.

A
1
Ezercice 59. — Soit a un nombre réel fixé. Justifier que, pour tout A € |0, +o0[, I'intégrale I,,(A) := / — dx est bien
1 ¢

définie, puis étudier le comportement asymptotique de I,(A) lorsque A tend vers +oo.

A
1
Ezercice 60. — Soit  un nombre réel fixé. Justifier que, pour tout A € ]0, +oo[, l'intégrale Ig(A) := / liﬂ() dx
oz In”(z

est bien définie, puis étudier le comportement asymptotique de Ig(A) lorsque A tend vers +oo.

A
Ezercice 61. — Justifier que, pour tout A € ]0, +ool, 'intégrale : I(A) := / z2e™® dzx est bien définie, puis étudier le
0

comportement asymptotique de I(A) lorsque A tend vers +oo.

Ezercice 62. — Soit A un nombre réel strictement positif fixé. Justifier que, pour tout A € ]0, +ool, 'intégrale I\ (A) :=

A
/ sin(t) e dt est bien définie, puis étudier le comportement asymptotique de Iy(A) lorsque A tend vers +oo.
0

A
1
FEzercice 63. — Justifier que, pour tout A € |0, 4o0[, 'intégrale I(A) := / 1543 dx est bien définie, puis étudier le
0 x
comportement asymptotique de I(A) lorsque A tend vers +oo.

A
1
Ezercice 64. — Soit o un nombre réel fixé. Justifier que, pour tout A € ]0, +o0[, l'intégrale I, (A4) := / m dzx
2

est bien définie, puis étudier le comportement asymptotique de I,(A) lorsque A tend vers +oo.

2x
Ezercice 65. — Soit f € CM (]0,+o0o[,R). Est-il vrai que f(t) dt P 07
T T—r+00
2e
Ezercice 66. — Soit f € CM (]0,4o0[, R). Est-il vrai que F(@) de o 07
e—

€
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5. Intégration sur un intervalle de la forme [a, +0o0]

Notation. — La lettre a désigne un nombre réel.

5.1. Définition d’une intégrale convergente sur [a, +00|

Remarque 67. — Soient f € CM ([a,+oo[,K) et un réel z > a. Comme, le segment [a,z] est inclus dans 'intervalle

[a, +oo[, la fonction f|[, ) est continue par morceaux sur le segment [a, 2], donc I'intégrale / f(t) dt est bien définie.
a

Définition 68. — Soit f € CM ([a, +oo[, K).
+oo
1. L’intégrale / f(t) dt est dite convergente si la fonction

[a, 400 —> K

x — I(z):= / f) dt [intégrale sur le segment |a, z]]

“+oo
admet une limite finie lorsque x tend vers +o0o. Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale / f(t) dt diverge.
a

—+o0o
2. Si l’intégmle/ f(t) dt converge, alors on pose
a

/a ") dt = tim / " f) a.

xr—+00
Remarque 69. — Soient f € CM ([a,+o0o[,K) et b € [a, +00[. Comme :

T b T
Yz e [b,+ool, / ft) dt = / f(t) dt + / ft) dt [relation de Chasles pour I'intégrale sur un segment]
a a b

constante

+oo +oo
les intégrales / f(t) dt et / f(t) dt ont méme nature.
a b

—+o0 “+o0 1
Ezemple 70. — L’intégrale/ e 2t dt converge et/ e 2 dt = 3
0 0
—+oo
Ezemple 71. — L’intégrale / sin(t) dt diverge. En effet, la fonction cosinus n’admet pas de limite en +o00.
0
o0 1 +o0 T
9: 44 _
Ezemple 72. — L’intégrale /1 e dt converge et /1 7 dt = 1
+o0 2
Ezercice 73. — Démontrer que I'intégrale / te” 2 dt converge et préciser sa valeur.
0

5.2. Intégrales de Riemann au voisinage de +oo

Proposition 74. — Soit o € R. Alors

+oo
/ o dt converge <— a>1
1

intégrale de Riemann

5.3. Intégrales d’une exponentielle au voisinage de +oo

Proposition 75. — Soit a € R. Alors

+oo
/ e~ dt converge <= a>0
0
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5.4. Queue d’une intégrale convergente sur [a, +00[

—+o0
Proposition 76. — Soit f € C° ([a, +oc[,K) telle que l'intégrale / f(t) dt converge. La fonction

[a,+o0] —> K
Q e
z — / ft) dt
est Uunique primitive de la fonction —f sur [a,+oo| de limite nulle en +oo.

5.5. Critére de convergence pour les intégrales de fonctions positives sur [a, +00[

Rappel. — Soit ¢: [a, +00[—— R une fonction croissante. D’apres le théoréme de la limite monotone
sup{p(t) : t € [a,+oo[} € R sila fonction ¢ est majorée
o) (plt) : t€la+oo[} € R sila fonction g cs .
z—400 +00 si la fonction ¢ n’est pas majorée

Dans tous les cas o
o) —— sup{p(t) : t€la,+oo[} €R

r—r+00

+oo
Proposition 77. — Soit f € CM ([a,+oo[,R) telle que f > 0. L’intégrale / f(t) dt converge si et seulement si la

fonction
[a, +00

[ — R
L N / £(t) dt
est majorée.

+oo +oo
Définition 78. — Soit f € CM ([a,+<[,R) telle que f > 0. Si l’z'ntégmle/ f@) dt on pose/ f(t) dt = 4o0.

a

+oo
Soit f € CM ([a, +oo[,R) telle que f = 0. Quelle que soit la nature de I'intégrale / f(t) dt, nous disposons

a
des identités

Tr——+00

(@) /;wf(t) dt = lim /awf(t) dt—sup{/amf(t) dt : :c)a}eRJr U {+o0}

et des inégalités
+oo

V€ la,+o0] /If(t) dt g/ f@) dt

5.6. Théoréme de domination pour les fonctions positives sur [a, +00[

Théoréme 79. — Soient f € CM ([a,+o[,R) et g € CM ([a, +oo[,R) telles que 0 < f < g. Alors

+oo +oo
/ f) dt < / g(t) dt [inégalité dans Ry U {+0oo}]

et donc
+oo

+oo
(a) si l’intégmle/ g(t) dt converge alors l’intégmle/ f(t) dt converge;
a a

+oo +oo
(b) si l’z’ntégmle/ f(t) dt diverge alors l’intégmle/ g(t) dt diverge.

+oo —t
Ezercice 80. — Démontrer que l'intégrale / - dt est convergente.
1

. ) o +°° arctan (¢2)
Exercice 81. — Démontrer que 'intégrale

—————2 dt est convergente.
0 1+13
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6. Intégrabilité sur un intervalle de la forme [a, +00|

Notation. — La lettre a désigne un nombre réel.
6.1. Définition d’une fonction intégrable sur [a, +00]

Définition 82. — Soit f € CM ([a,+oo[,K). On dit que la fonction f est intégrable sur [a,+oo] ou que l'intégrale

+oo +oo
/ f(t) dt est absolument convergente si ’intégrale / |f(t)] dt converge.
a a

Remarque 83. — Soit f € CM ([a, +oo[, R) une fonction de signe constant. La fonction f est intégrable sur [a, +o0[ si et
+oo

seulement si l'intégrale / f(t) dt converge.

a

+oo
Pad Soit f € CM ([a,+o0[,K). Un calcul démontrant que / [f(t)] dt < +oo vaut preuve d’intégrabilité.
a

6.2. La convergence absolue d’une intégrale sur [a,+o0o[ implique sa convergence

“+o0
Théoréme 84. — Soit f € CM ([a,+o0[,K). Si f est intégrable sur [a,+oo|, alors l'intégrale / f(t) dt converge.
a
@ ‘ La réciproque du théoreme 84 est fausse, comme l'illustre 1’exercice suivant.

sin(x)

+oo
Ezercice 85. — Démontrer que l'intégrale / dz est convergente mais non-absolument convergente (une telle
1

x
intégrale est dite semi-convergente).

vyl
T
T
0 b=+
vy
T
1
E T
T
0 a=1 b= +00
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6.3. Théoréme de comparaison sur [a,+00[
Théoréme 86. — Soient f € CM ([a,+oo[,K) et g € CM ([a, +o0[, K).
1. Supposons f(x) = O(g(x)). Alors :
— 400

€T

g intégrable sur [a,+oo] = [ intégrable sur [a,+oo].

2. Supposons f(z) ~ g(x). Alors :

r—+00

f intégrable sur [a,+o0] <= g intégrable sur [a,+oo].

Exercice 87. — Soit f € CM ([a, +o0[,K) telle que f > 0. Démontrer les deux assertions suivantes.

+oo
1. S’il existe a > 1 tel que ¢ f(t) T 0 alors I'intégrale / f(t) dt converge.
—+00 a

+oo
2. Sl existe o < 1 tel que t* f(t) ﬁ 400 alors l'intégrale / f(t) dt diverge.
—+00 a

- Foo 2 Foo 2
Ezercice 88. — Etudier la nature des intégrales / et dt et / t3e " dt
0 0

—+oo

. 1 1

Exercice 89. — Etudier la nature de l'intégrale / arctan (t) 7 dt.
1

+oo
, 1
Ezercice 90. — Soit a € R. Etudier la nature de l'intégrale / In <1 + a) dx.
1 €T

+oo
. 1
Ezxercice 91. — Soient deux réels @ > 0 et § > 0. Etudier la nature de I'intégrale / — 5 dz.
2 % In”(x)

1

“+o0
Ezercice 92. — Etudier la nature de lintégrale /2 W dz.

6.4. Du comportement asymptotique d’une fonction intégrable en +oo

+oo
Soit f € CM ([0, +o0o[, K) telle que f > 0 et / f(t) dt converge. Alors
0

@ f(t) ne tend pas nécessairement vers 0, lorsque ¢ tend vers +oo.

comme l'illustre ’exemple ci-dessous.
Exemple 93. — On vérifie que pour tout £ € N3

1 1
k+=<k+1)— —=
toE <D
1
et on en déduit que les intervalles [k ~ 2 k+ 162]’ ou k € N, sont deux-a-deux disjoints. On peut alors définir la

fonction f: [0, +oo[— R4 par

1 1
— pour tout k € N>, la restriction de f au segment [k — k} coincide avec la fonction affine définie par f (k — k2> =
Oet f(k)=1;
1
— pour tout k € N>, la restriction de f au segment [k, k+ 2] coincide avec la fonction affine définie par f(k) =1

k
1
et f k-‘rﬁ =0;

“+o0
1 1
— la fonction f est nulle sur Pensemble [0, +o00[ \ U {k =k k+ k2]
k=2
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On a donc, pour tout £ € Nx»

VwE{k—klzyk} f(:c)=k2<x—k+;2> et Vxe{k,k—k;} f(x)=k2<k+k12—x>.

Le graphe de la fonction f a I’allure d’une « chaine de montagnes ».

.
1 C f
1 1 1 1 1
22 32 42 52 62
N 9
X
0 1 2 '3 4 5 6

La fonction f est continue par morceaux et positive ou nulle sur [0, +oo[. D’autre part, pour tout x > 2, si on pose
n:= |z
2

@ nt oy n okt "1
I<x>=/0 £(t) dt</0 £(t) dt:,;/k_;z O @t = 3 < -

indépendant de =

“+o0
Comme la fonction I majorée, / f(t) dt est convergente. Cependant, la fonction f n’admet pas de limite en +o00. En
0

effet, si tel était le cas, il existerait £ € R tel que

Par composition des limites nous en déduirions

1=f(n) ——¢ et 0f<n+12>~——%€
n n—-+o0o

puis 0 = 1 (unicité de la limite).
Ezercice 94. — Construire une fonction f: [0, +oo[— R continue par morceaux, positive ou nulle telle que
+oo
(a) lintégrale / f(t) dt converge;
0

(b) f(n) —— +oo.

n—-+oo

Ezercice 95. — Soit une fonction f: [0, +0o[— R continue par morceaux, telle que :
+oo
(a) lintégrale / f(t) dt converge;
0
(b) il existe £ € R tel que f (t) — L.

t—+oo

Démontrer que £ = 0.

Ezercice 96. — Soit une fonction f: [0, 400[— R continue par morceaux, telle que :
+oo
(a) lintégrale / f(t) dt converge;
0

(b) la fonction f est décroissante sur [0, +00l.
1. Démontrer f(t) — 0.
t——+oo
2x

1
2. Démontrer f(t) = o () On pourra considérer les intégrales / f(®) dt, otz > 0.

t—>:-oo t =
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7. Intégration sur un intervalle quelconque

Notation. — La lettre I désigne un intervalle d’intérieur non vide.
7.1. Définition d’une intégrale convergente sur un intervalle quelconque

Définition 97. — Soient a et b des points de R tels que a < b.

b
1. Cas d’un intervalle semi-ouvert, ouvert & droite. — Soit f € CM ([a,b], K). On dit que l'intégrale / f(t) de

a
converge si la fonction

[a,b] — K
L /f(t)dt

b
admet une limite finie lorsque x tend vers b—. Dans ce cas, on pose / f(t) dt := lim f(t) dt.
a

z—b~ Jq
b
2. Cas d’un intervalle semi-ouvert, ouvert d gauche. — Soit f € CM (]a,b], K ). On dit que lintégrale / f(t) dt

a
converge si la fonction

la,b) — K
b
t — / f(t) dt

b b
admet une limite finie lorsque x tend vers a™. Dans ce cas, on pose / ft) dt = lim+ f@t) dt.
a r—a x

3. Cas d’un intervalle ouvert. — Soient f € CM (]a,b[,K) et ¢ un point quelconque de ]a,b[. On dit que lintégrale
b c b
/ f(t) dt converge si l’intégmle/ f(@t) dt converge (au sens de 2.) et l’z’ntégmle/ f(t) dt converge (au sens de

1.). Dans ce cas, on pose

b c b c Y
/ ft) de :z/ f() dt+/ f(t) dt = lim f(t) dt+ lim / f@t) dt.
a a ¢ z—at [, y—b— J.
b
La définition de la notion de convergence de l’intégrale / f(t) dt et sa valeur éventuelle ne dépendent pas du choix

du point c.

1
Ezemple 98. — L’intégrale/
0o VT

1
1
dz converge et / — dz =
0o VT

1 1
Ezemple 99. — L’intégrale / In(t) dt est convergente en 0 et / In(t) dt = —1.
0 0

+oo
Exercice 100. — Démontrer que I'intégrale / e~ dx converge.

— 00
j +o0
Exercice 101. — FEtudier la nature de I'intégrale /
0
Bien que

+oo
@ I'intégrale / t dt diverge. En effet

— 00

Ezercice 102. — Etudier la nature de I'intégrale / tan(t) dt.
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7.2. Intégrale d’une fonction positive sur un intervalle quelconque
Définition 103. — Soit f € CM (I, R) telle que f > 0. Si lVintégrale /f(t) dt diverge alors on pose /f(t) dt = +o0.
I I

Soient f € CM (I,R) telle que f > 0 et [a,b] un segment inclus dans U'intervalle I. Quelle que soit la nature de
- I'intégrale /f t) dt
Q 7 b
/ f) dt < / f(t) at [inégalité dans Ry U {+oo}]
a I

Soit f € CM (I, R) telle que f > 0. Un calcul aboutissant &

P /If(t) dt < +o0

vaut preuve de convergence.

7.3. Propriétés de l’intégrale généralisée sur un intervalle quelconque

Théoréme 104. — L’intégrale généralisée possede les propriétés suivantes.

1. Soient (f,g) € CM (I,K)? et (\, u) € K2. Alors

/)\f(t) + pg(t) dt converge
/f(t) dt et /g(t) dt convergent = I [linéarité]
I I
[ sy ng ae=x [0 dern [ o0 @
I I I
2. Soit f € CM (I,R) telle que f > 0.

/f(t) dt >0 [positivité, inégalité dans Ry U {+0o0}]
I

3. Soient (f,g) € CM (I,R)?.

f(t) dt et | g(t) dt convergent
/1 /1 = /f(t) dt /g(t) dt [croissance]
I I
f<g

4. Soient a :=inf(I) € R, b:=sup(I) € R, c € |a,b] et f € CM(I,K).

c b
/ f(t) dt et / f(t) dt convergent

tlbf@)dt:ilcf@)dt+llbf@)dt

b
/ f(t) dt converge — [relation de Chasles|

5. Soit f e CM(I,K). Alors

b
/ f(t) dt converge =

/f(t) dt‘ < /|f(t)| dt [inégalité triangulaire, inégalité dans Ry U {+o0}]
I I
6. Soit f € RL.

f est continue sur I

= f=0 [séparation pour les fonctions continues]

=0
/ﬂﬂ&:o
I
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On veillera a appliquer la linéarité avec soin, en vérifiant les hypotheéses de convergence au préalable. Bien que

1
Ve [2,+00], =— -

+oo
et que l'intégrale / dt converge, I'identité
% 2 Ht—1)

+o0 1 +o0 1 +o0
/ *dt:/ *dt_/ L
5  t(t—1) s t—1 5 t

—+o0 —+o0
n’a aucun sens. En effet, les deux intégrales / 1 dt et / n dt divergent.
2 - 2

Remarque 105. — Soit (f,g) € CM (I,K)>.

/f(t) dt converge et /g(t) dt diverge = /f(t) + ¢g(t) dt diverge.
T I I

cos?(t)
t

dt.

+oo
Ezercice 106. — Etudier la nature de l'intégrale /
1
7.4. Intégrale du logarithme népérien au voisinage de 0
1
Proposition 107. — L’intégmle/ In(t) dt converge.
0
7.5. Intégrale de Riemann au voisinage de 0"

Proposition 108. — Soit a € R.

'
— dz converge <= a <1
0o T
intégrale de Riemann
7.6. Le faux probléme de convergence en une extrémité réelle

Proposition 109. — Soient a et b des réels tels que a < b.

b
1. Soit f € C°([a,b], K). Si f admet une limite finie en b~ alors l’intégrale / f(t) dt converge.

b
2. Soit f € CY(Ja,b], K ). Si f admet une limite finie en a™ alors lintégrale / f(t) dt converge.

1 .
sin(¢
Exercice 110. — Démontrer que I'intégrale / # dt converge.
0

2 In(t)

———— dt est convergente.
2 +sin(t)

1
FEzxercice 111. — Démontrer que l'intégrale /
0

7.7. Intégration par parties sur un intervalle ouvert

Théoréme 112. — Soient I un intervalle ouvert non vide, a = inf(I) € R et b = sup(I) € R. Soit (f,g) € C*(I,K)?
tel que le produit fg posséde des limites finies en at et b~ .

b b
1. Les deux intégmles/ f®) g ) dt et/ () g(t) dt ont méme nature.

b b
2. Si l’z’ntégmle/ f(t) g’ (t) dt converge ou l’intégmle/ f'(t) g(t) dt converge, alors

/ £ /() dt = [fg]’ - / (1) g(t) dt

ot [fgle := lim f(z)g(x) - lim f(z)g(x).

r—at
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1. Comme les fonctions f et g sont de classe C! sur les segments [z,c| et [c,y], la formule d’intégration par parties

pour les fonctions de classe C! sur un segment livre

/ CF()g'(t) dt = F(O)ge) — Flx)gla) / “P0g) at
/ " F(0)9'() dt = F)a(y) — F(glc) — / " gt

Puisque f(z)g(x) a une limite finie lorsque z tend vers a™, nous déduisons que (6) que

et

(6)

lintégrale / f(t)¢'(t) dt converge si et seulement si 'intégrale / f'(t) g(t) dt converge (8)

Puisque f(x)g(x) a une limite finie lorsque x tend vers b~, nous déduisons que (7) que

I'intégrale / f(t)g'(t) dt converge si et seulement si I'intégrale / f(t)g(t) dt converge (9)
D’apres (8) et (9), les intégrales / f()g'(t) dt et / F(t) g(t) dt ont méme nature.
2. Supposons que I'une des deux intégrales / f@®)g'(¥) de, / 1t ) dt converge. Alors, d’aprés le résultat 1, ces

a
deux intégrales convergent. Nous pouvons alors faire tendre x vers a+ dans (6) pour obtenir

| 1050 d= @9t - tim, @t - [ 10 (10)
et faire tendre y vers b~ dans (7) pour obtenir
b b
/ F®)g'(®) dt = lim f(y)g(y) - f(c)g(c) —/ f'(t)g(t) dt (11)
En additionnant membre & membre les égalités (10) et (11), il vient
b
[ 15w as [ s0g0) w= i s m s@e ([ oo+ [ oo @
y—b z—at c
g ar LFela Sl pw e at
O
1
Exercice 113. — Démontrer que I'intégrale / tIn(t) dt converge et donner sa valeur.
0
+oo
Exercice 114. — Soit n € N. Démontrer que l'intégrale / sin(t) e™" dt converge et donner sa valeur.
0
—+o0
Exercice 115. — Soit n € N. Démontrer que l'intégrale / t"e~" dt converge et donner sa valeur.
0

7.8. Théoréme de changement de variable sur un intervalle ouvert

Lemme 116. — Soit (a, 5,a,b) € R tel quea < B eta<bet:
o: Ja, B[ —— Ja, b]
une bijection strictement croissante. Alors

o(t) — a™ et p(t) —— b~
t—at t—p

DAVID BLOTTIERE 24 VERSION DU 18 NOVEMBRE 2024



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

Démonstration. Nous démontrons uniquement le résultat pour la limite de ¢ en 87, lorsque [ et b sont réels. Nous
voulons établir que
Ve>0 Jp>0 Vie]|a,f] B—p<t<f = b—e<pt)<b

ou encore
Ve>0 Jp>0 Vte]a,f] B—-—p<t = b—c<p(t)

puisque les inégalités Otées sont nécessairement vérifiées.
Soit € tel que 0 < & <b— a. Ainsi, f — € € |, f] et

pi=B—¢ l(b—e)

est un nombre réel strictement positif bien défini.
Soit t € |a, B[ tel que B — p < t. Comme ¢ est strictement croissante

b—e=w(B—p) <)

Théoréme 117. — Soit (o, 5, a,b) € R

1. Soient f € C°(Ja,b[, K) et ¢: Ja, B[ —— ]Ja,b] une bijection strictement croissante et de classe C1. Alors les
intégrales

b B
/ [t et /f((w(U))sO’(U) du

ont méme nature et sont égales si elles convergent.

2. Soient f € C°(Ja,b[, K) et p: |a, B] — Ja, b] une bijection strictement décroissante et de classe Ct. Alors les
intégrales

b B
/ [t et /f((@(U))sO’(U) du

ont méme nature et sont opposées si elles convergent.

Démonstration. Nous démontrons uniquement le résultat 1.

B
e Supposons que l'intégrale / f((p(u)) ¢’ (u) du converge.

Soient x, ¢,y des réels tels q01(16 a<zr<c<y<b.
La formule de changement de variable sur les segments [ (z),¢o7!(c)] Ca, B[ et [¢7 (c), o™ (y)] C]a, B[ livre

c ¢ e Yy
[rwa=[" Csememan w [Trwa= [T e a0
D’apres le lemme 116 (appliqué & ¢~ 1)

i z) ——at et TN y) —— P
r—a y—b

B
Alors nous déduisons de (12) et de la convergence de l'intégrale / Fle(u) ¢ (u) du

o c el

— / f(t) dt converge et/ f(@) dt:/ F((p(u) @' (u) du;
ab ab aﬁ

— / f(t) dt converge et/ f() dt :/ F(p(u) ¢’ (u) du

P 1(c)
puis

c b (p_l(C) B
/ F(t) de+ / £(t) dt = / F((p(u) @/ (u) du+ / F((p(u) @/ (u) du

o1 (0)

[ ) at J2 1o ¢ () du
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b
e Supposons que l'intégrale / f(t) dt converge.

Soient 6, ,n des réels tels qaue a<i<y<n<p.
La formule de changement de variable sur les segments [,v] C Jo, 8] et [v,n] C e, B] livre

/:(7) dt = / fl(e (u) du et /90(7) ) dt = / fl(e (u) du (13)

D’apres le lemme 116 (appliqué & )
0(6) —— a™ et p(n) —— b~

d—at n—pB-

b
Alors nous déduisons de (12) et de la convergence de l'intégrale / f(t) de
()
— / fl(p (u) du converge et/ fl(o(u) ¢ (u) du :/ f@t) dt;

— / Fl(p (u) du converge et/ Fllp(u) ¢’ (u) du = /;;/) f(t) dt

puis
v B e (7) b
¥ ydu+ [ (o du = F(t) dt + F(t) dt
| sttt u/ w du= [ s /m)o

[7 5 e ¢/ (w) du [7 sy ar

2
Exercice 118. — Soit a € R. Déterminer la nature de I'intégrale / W dt.
0 —

. T In(t
Exercice 119. — Etablir la convergence et calculer la valeur de l'intégrale / ﬂ dt.

1 t2

, . N T In(t) ;
Ezercice 120. — Démontrer que 'intégrale dt converge et qu’elle est nulle.

0 1412

+o0 2
Ezercice 121. — Soient m € R et 0 € R7. Sachant que I'intégrale / e~ 2 dx converge et vaut /27, démontrer la

— 0o

5o 42 too _1 (M)Z ;.
convergence de l'intégrale e 2\ e dx et préciser sa valeur.

—0o0

8. Intégrabilité sur un intervalle quelconque

Notation. — La lettre I désigne un intervalle d’intérieur non vide.

8.1. Définition d’une fonction intégrable sur un intervalle quelconque

Définition 122. — Soit f € CM (I,K). On dit que la fonction f est intégrable sur I ou que lintégrale /f(t) dt est
I

absolument convergente si l’intégrale /|f(t)| dt converge.
I
Remarque 123. — Soit f € CM (I, R) une fonction de signe constant. La fonction f est intégrable sur I si et seulement

si lintégrale / f(t) dt converge.
I

Soit f € CM (I,K). Un calcul aboutissant &

Pad /I\f(t)| dt < +o0

vaut preuve d’intégrabilité.
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8.2. La convergence absolue d’une intégrale sur un intervalle quelconque implique la convergence

Théoréme 124. — Soit f € CM (I,K). Si f est intégrable sur I alors l'intégrale /f(t) dt converge.
I

@ ‘ La réciproque du théoréme 124 est fausse, comme l’illuste ’exemple suivant.
o +° sin(t) : . .
Ezemple 125. — L’intégrale / n dt est convergente, mais non-absolument convergente. Elle est alors dite semi-
0
convergente.

; ) +o0 cos (t2) e
Ezercice 126. — Démontrer que 'intégrale / ——~—— dt est convergente.

0 Vi

8.3. L’espace L!(I,K) des fonctions intégrables de I dans K

Proposition 127. — L’ensemble

LYI,K) := {f €ECM(,K) : /|f(t)| dt converge }
I
des fonctions intégrales de I dans K est un sous-espace vectoriel de CM (I,K). De plus

Vfe LY (I,K)

/f(t) dt‘ < / [f(@)] dt [inégalité triangulaire, inégalité dans R]
I I

Ezercice 128. — Démontrer que 'application
LYI,K) NC°(I,K) — Ry
Il / — [ a
I
définie une norme sur le K-espace vectoriel L'(I,K) NC°(I,K).

Ezercice 129. — On pose
L*(I,R) := {f €ECM(L,R) : /fz(t) dt converge }
I

1. Démontrer que L?(I,R) est un sous-espace vectoriel de CM (I, R).

2. Démontrer que 'application

LX(I,R) NC°(I,R) —

Ry

définie une norme sur le R-espace vectoriel L2(I,R) NC°(I,R).

8.4. Théoréme de comparaison en une borne quelconque

Théoréme 130. — Soient a € R et b € R tels que a < b.
1. Soient f € CM ([a,b], K ) et g€ CM([a,b], K)
(a) Supposons f(x) = O(g(x)). Alors :
z—b—

g intégrable sur [a,b] = [ intégrable sur [a,b|.

(b) Supposons f(x) ~ g(x). Alors :

r—b—

f intégrable sur [a,b] <= g intégrable sur [a,b].

2. Soient f € CM (]a,b], K) et g€ CM(]a,b], K)
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(a) Supposons f(x) = O(g(x)). Alors :

z—at

g intégrable sur|a,b] = [ intégrable surla,b).

(b) Supposons f(x) ~ g(x). Alors :

r—at

f intégrable surla,b] <= g intégrable sur]a,b].

Ezercice 131. — Déterminer les réels x tels que l'intégrale

+oo
I'(z) ::/ t* et at
0
converge.

Exercice 132. — Démontrer que les intégrales

/2 /2
/ In(sin(¢)) dt et / In(cos(t)) dt
0 0
convergent et sont égales. En déduire leur valeur commune.
8.5. Intégrale de Riemann singuliére en un point réel
Proposition 133. — Soit (a,b,a) € R? tel que a < b.

b

1

1. L’inétgrale de Riemann / ﬁ dx converge si et seulement si a < 1.
o (x—a

b
1
2. L’intégrale de Riemann / — dx converge si et seulement si v < 1.

a (b—.]?)

1

, 1
Ezercice 134. — FEtudier la nature de l'intégrale / 15(7 dt.
0

)

1
, 1
Exercice 135. — Etudier la nature de 'intégrale / — dt.
0

In(t)

9. Intégration des relations de comparaison

Théoréme 136. — On énonce deux versions, suivant ’emplacement de la singularité.

Soient (a,b) € EQ tel que —oo0 < a < b < +o00. Soient
feCM([a,b],R) etge CM([a,b], Ry) telles que
7(1), = olg(i).

—b

b b
1. Si/ g converge, alors/ |f] converge et :
b b
/f = o /g .
z z—b z
b
2. Si/ g diverge, alors
x x
[+ 5 =)

Soient (a,b) € R tel que —00 < a < b < 4o00. Soient
fecCM(lab], R) et g € CM(]a,bl, Ry) telles que
ft) = o(g(t)).

t—at

b b
1. Si/ g converge, alors/ |f| converge et :
a a

[z o(fa)

b
2. Sz’/ g diverge, alors
a
b b
/wf =, 0 /mg :

Démonstration. Nous établissons les résultats de la colonne de gauche, lorsque a € R et b = +o00. Soient donc f €

CM([a,+o0[, R)et geCM([a,+oo[, Ry ) telles que f(t) ,
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—+oo
1. Supposons que 'intégrale / g converge.

a

o Intégrabilité de f sur [a,+oo].
Comme f(t) o O (g(1)), 'intégrabilité de f sur [a,+oo[ se déduit du théoréme 86.
—+o0

o Les queues des intégrales de f sont négligeables devant les queues des intégrales de g au voisinage de +oco.

+oo +oo
L’assertion / f = o ( / g)7 a démontrer, peut se formuler comme suit
x Tr—+0o0 2
—+oo +oo
Ve>0 da.>a Vz>a. / f‘ée/ g
xr xr
Soit € > 0. Comme f(t) oo © (g(t))

Ainsi, pour tout z > a.

—+o0 —+o0
/ (1) dt’ < / (O] dt  [imégalité triangulaire]

—+oo
< € / g(t) dt [1f] <egsur [z, +oo[ et croissance de I'intégrale] .
x

+oo
2. Supposons que l'intégrale / g diverge.
a

o Comportement asymptotique des intégrales partielles de g.
Comme la fonction g est positive, la fonction

[a,+0] — R
I x
x — / g
a
—+oo
est croissante. Puisque I'intégrale / g diverge, la fonction I n’admet pas de limite finie en +o00. Par théoreme

a
de la limite monotone

xT
14
/a 9 et (14)
o Les intégrales partielles de f sont négligeables devant les intégrales partielles de g au voisinage de +o00. L’as-
x x
sertion / f = o ( / g)7 a démontrer, peut se formuler comme suit
a a

a:—>_+<x>
xT x
/f‘se/ g
a a

Ve>0 da.>a Vx>=ae

Soit € > 0.
(i) Comme f(t) = o(g(t))

t—>:-oo

Ainsi, pour tout z > a1 :

1,6 1,6

£ x
S o9 i<
2 ‘/al,a

Comme la fonction g est positive et [a1 ¢, 2] C [a, z], nous en déduisons que

E xT
<< 15
2/(19 (15)

x €T
/ f ‘ < / |f] [inégalité triangulaire]
a a

/N

g sur [ai e, x| et croissance de l’intégrale]

Do ™
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[

est une constante :

xr
(ii) D’apres (14), la quantité / ¢ est non nulle sur un voisinage de +oco et, comme
a

ai, e
[
a
z r—+00
g
a

/f’ < /;g (16)

ai,e x
/ [+ / f ’ [relation de Chasles]

1,e

0.

Ainsi :

dase.>a Vz>az,

DO ™

Posons a. := max{ai ¢, az}. Pour tout = > a. :

I

ai,e xr
< / f ’ + / f [inégalité triangulaire]
a ai e
x x
<5 [oes[o e
2 a 2 a
zs/g
O
Théoréme 137. — On énoncé deux versions, suivant l’emplacement de la singularité.
Soient (a,b) € ﬁz tel que —oo0 < a < b < 4o00. Soient Sotent (a,b) € R® tel que —o00 < a < b < +o0o. Soient
felM([a,b],R) et g € CM([a,b], Ry) telles que fecM(lab], R) et g € CM(]a,b]l, Ry ) telles que
f(t) = 0O(g(t). f(t) = 0(g(t)).
t—b t—a™t
b b b b
1. Si/ g converyge, alors/ |f| converge et : 1. Sz’/ g converge, alm“s/ |f| converge et :
a a a a
/x f zjlr O /x qgl. /a f ot /a g -
, b
2. Sz'/ g diverge, alors 2 Sz/a g diverge, alors
- . b b
_ = (0] .
Lfm;OQﬁ> wam Ag
Eléments de démonstration. Adapter la démonstration rédigée du théoreme 136. O
Corollaire 138. — On énoncé deux versions, suivant l’emplacement de la singularité.
Soient (a,b) € R tel que —o0o < a < b < 4o00. Soient Soient (a,b) € R tel que —o0o < a < b < 4o00. Soient
fecCM([a,b],R) etg e CM([a,b], Ry) telles que feCM(lab], R) et g € CM(]a,b]l, Ry ) telles que
t) ~ t). t) ~ t).
76~ (0 7(t) ~ (0
b b b b
1. Sz'/ g converge, alors/ |f| converge et : 1. Si/ g converge, alors/ |f| converge et :
b b xr xr
L f m—:;f /L g. /a f x—,::z* /a g-
b b
2. Si/ g diverge, alors 2. Si/ g diverge, alors
T T b b
[t~ s [~ [
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Démonstration. Nous établissons les résultats de la colonne de gauche, lorsque a € R et b = 400. Soient donc f €

CM([a,+o0], R) et g€ CM([a,+oo[, Ry) telles que f(t) Mot g(t). Cette derniére hypothese se reformule :

f@) =g(t), = olg(t)).

t——+oo

Cette observation va nous permettre de déduire aisément le corollaire du théoreme 136.
+oo
1. Supposons que 'intégrale / g converge.
a

o Intégrabilité de f sur [a,+ool.

Comme f(t) oW g(t), Vintégrabilité de f sur [a, +oo[ se déduit du théoréme 86.

o Les queues des intégrales de [ sont équivalentes auz queues des intégrales de g au voisinage de +0co.

D’apres le théoreme 136
400 “+ o0 + oo +o0
[oo=f e umome (] )
+oo “+o0
dOu/x fm—::-oo/x g.

+oo
2. Supposons que l'intégrale g diverge. D’apres le théoreme 136

/;f—/;g=/;(f—g)x_}j@O(/jQ)
d’oi /axfx_;\_;_oo/:g.

FExercice 139. — Soit la fonction : N .
prx r—>/ eT dt.

1. Déterminer le domaine de définition I de la fonction ¢.
2. Justifier que ¢ est de classe C! sur I et donner sa dérivée.

3. En considérant p(z) — ¢(1), démontrer ¢(x) ~- In(x).
z—

4. A Taide d’une intégration par parties, démontrer :

w1 = o)

r—+o00 T x

et en déduire un équivalent simple de ¢ au voisinage de +oo.

+oo
5. Démontrer que l'intégrale / o(z) dz existe et calculer sa valeur.
0
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