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Notation. — Dans ce chapitre, K désigne le corps R ou C et (E,|| - ||5) est un K-espace vectoriel normé.

1. Complément sur la notion de valeur d’adhérence

Définition 1. — Soient (un)nen une suite d’éléments de E et x un vecteur de E. On dit que x est une valeur d’adhérence
de la suite (un)nen 'l existe une suite extraite de (un)neN qui converge vers x, i.e. si

Jp: N—->N 2 Up(n) ——— T

n——4oo
G La proposition suivante éclaire le concept de valeur d’adhérence et fournit des outils pratiques pour étudier les
- valeurs d’adhérence d’une suite.
Proposition 2. — Soient (u,)nen une suite d’éléments de E et x un vecteur de E. Les assertions suivantes sont
équivalentes.
1. Le vecteur x est une valeur de la suite (un)neN-
2.¥e>0 VNeN dn>N ||u,—z]| <e [comparer a la définition de la convergence de (up)nen vers x]

3. Pour tout € > 0, l’ensemble d’indices {n € N : ||u, —x || < e} est infini.

Démonstration.

(a) L’mplication 1 = 2. Supposons que z soit une valeur d’adhérence de la suite (u,)nen. Alors il existe une appli-
cation ¢: N —— N strictement croissante telle que

Up(n) S (1)

n—s+o00
Soient un réel € > 0 et un entier N > 0. D’apres (1)

Ing €N Vn>ng ||ugm —zl|| <e (2)
Posons n = p(max {N,ng}) = max {N,no} > N. Comme max {N,ng} > ng, nous déduisons de (2) I'inégalité

lun — x| <e

DAVID BLOTTIERE 1 VERSION DU 16 OCTOBRE 2024



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

(b) L’implication 2 => 3. Nous raisonnons par contraposée et supposons qu’il existe un réel € > 0 tel que I'ensemble
d’indices {n € N : ||u, — || < €} est fini. Une partie finie de N étant majorée, il existe un entier N > 1 tel que

{neN : ||u, —z]|| <e} C[0O,N—1]
Donc, pour tout n = N, ||u, — || > £. Nous avons démontré que
Je>0 INeN Vn>2N ||lu,—z]||>¢

La négation de ’assertion 2 est donc établie.

(¢) L’mplication 3 = 1. Nous supposons 'assertion (3) vraie et construisons par récurrence une suite d’entiers naturels
(¢(n))nen telle que pour tout n € N

1
< 1 t — <
p(n) <en+1) et |lupm =[] <=7
o Inigtialisation. D’apres (3), 'ensemble {n € N : ||u,, — || < 1} est infini, donc non vide. Soit ¢(0) un élément
de cet ensemble, de sorte que
1

0) e N et - < ——

©(0) € HU’LP(O) xH 0+1

1
Toujours d’apres (3), 'ensemble {n eEN : |Ju, —2|| < 2} est infini, donc

1
{neN w2l < 3} 2 Do)
Il existe donc un entier p(1) > ¢(0) tel que
oy 2|l < 707
Nous avons construit deux entiers naturels p(0) et ¢(1) tels que p(0) < (1) et
1
k 1 - < —
Ve {01} [lupw —2l[ < 175
e Hérédité. Soit n € N*. Supposons construits des entiers naturels ¢(0), ..., p(n) tels que p(0) < ... < p(n) et
1
vVke{0 — < —
€0} Jlug — o] <
1
D’apres (3), 'ensemble {n eN : |Ju, —2]| < +2} est infini, donc
n
EN : flu—al| € g | F 10.0(0)]
n : Uy, T x "+ 2 y PLn

Il existe donc un entier p(n + 1) > ¢(n) tel que

1
oy =2l < 777
Nous disposons & présent d’entiers naturels ¢(0),...,p(n), p(n + 1) tels que (0) < ... < ¢(n) < e(n+1) et
1
VEke {0 1 —z|| < —
e{on+1} [lupw —2fl < 77

A cette suite d’entiers (¢(n))nen nous associons Papplication

N — N
Pln o= )
qui est, par construction, strictement croissante. De plus
1

n+1

VneN ||u —:1:||<

»(n)

D’apres le théoreme d’encadrement, H Up(n) — T H ~u~+ OR, i.e. Upm) — @

n——+00 n—-+o0o
d
. . . , [ .
Ezercice 3. — Soit (up)nen une suite de nombres réels telle que w11 — uy, —+> 0. Démontrer que ’ensemble des
n—-+0oo

valeurs d’adhérence de la suite (uy,)nen est un intervalle de R.
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2. Compacité

Notation. — (E,|| - ||g) désigne un K-espace vectoriel normé et A une partie non vide de E.
2.1. Propriété de Bolzano-Weierstrafl et définition de la compacité

Définition 4. — On dit que A vérifie la propriété de Bolzano-Weierstrafi si toute suite d’éléments de A posséde une
valeurd’adhérence dans A, i.e. si

V(an)nen € AN JaeAd Jp: NN Ap(n) ———— @

n—s 400
Définition 5. — On dit que A est une partie compacte de (E,|| - ||g) st A vérifie la propriété de Bolzano- Weierstrafs.
Ezemple 6. — Une partie finie de E est compacte. Plus généralement, une union finie de parties compactes de E est
compacte.
2.2. Une partie compacte est fermée et bornée
Proposition 7. — Si A est un compact, alors A est fermé et borné.
@ Une démonstration de la proposition 7 est & connaitre.
Ezxercice 8. — Soit un entier n > 2. Justifier que GL, (R) n’est pas une partie compacte de (M, (K),|| - ||.)-

@ ‘ Une partie fermée et bornée d’un espace vectoriel normé n’est pas nécessairement compacte, comme l'illustre

I’exemple suivant.

Exemple 9. — Considérons l'espace vectoriel normé (R[X], || - ||,) et sa sphere unité S(0,1).

1. La suite (X"),.n € S(0,1)N ne posséde aucune valeur d’adhérence dans S(0,1). Démontrons le en raisonnant
pas I'absurde. Supposons donc qu’il existe une application ¢: N —— N strictement croissante et un polynéme
P € 5(0,1) tels que

x#(n) I e p

n—-+oo

Alors pour tout n > deg P, ¢(n) = n > deg P et donc

1= ‘ [ — p]

<[|xe —p]]
@(n) 00

En faisant tendre n vers 400, nous obtenons 1 < 0. Contradiction.

2. D’apres 1, S(0,1), qui est une partie fermée et bornée de (R[X],|| - ||, ), n'est pas compacte.

Ezercice 10. — Considérons I'espace vectoriel normé (C°([0,27],R),|| - ||,) et sa boule unité fermée B(0,1).

— N
1. Démontrer que la suite (f,)nen € B(0,1)  définie par, pour tout n € N

[0,27] — R
x —  sin(nx)

fn

n’a pas de valeur d’adhérence dans B(0,1).

2. Qu’en déduire pour la boule unité fermée B(0,1)?
Ezercice 11. — Munissons le R-espace vectoriel £2°(R) := {(uy)nen € RN ¢ (uy)nen est bornée } de la norme :
>*R) — Ry

RE 1S ’ (Un)neNn —  sup |uy|-
neN

Démontrer que la boule unité fermée de (¢*°(R), || - ||,,) n’est pas compacte.
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2.3. Caractérisation des parties compactes de (K", || - ||)
Notation. — La lettre n désigne un entier naturel non nul.
Proposition 12. — Toute suite bornée de (K", || - ||,) posséde une valeur d’adhérence.

Démonstration. Nous ne considérons que le cas o K = R et raisonnons par récurrence sur l'entier n > 1.

e Initialisation & n = 1. L’espace vectoriel normé (R',|| - ||.,) coincide avec (R,|- ). Le théoréme de Bolzano-
Weierstraf livre le résultat.
o Hérédité. Soit n € N* tel que, toute suite bornée de (R™, || - || ) possede une valeur d’adhérence.
Soit (ug = (U ks - -+ Un k Uns1,k)) g UNE suite d’éléments de (R™F1,]] - || ), qui est bornée. Ainsi
dMeRy YEEN || (Ui, . Unk, Untik) ||l = | Jnax luii] < M (3)

— De (3), nous déduisons
VkeN max |ujk] < max |ujp| <M
1<ign

1<i<n+1
La suite ((u1,k, - - -, Un,k)) e €8t donc une suite d’élements de (R™, || - || ) qui est bornée. D’apres I'hypothese
de récurrence, il existe une application ¢: N —— N strictement croissante et (x1,...,2,) € R"™ tels que
Il e .
(ul’w(k), A ump(k)) m (T1,...,2p), Le.
[ [
U — e U — 4
Le(k) 7o ¥ s Ung(k) o Tn (4)

— D’apres (3)

VEEN  funinom| < max fuigm| <M

La suite (unﬂ,gp(k)) pen de nombres réels est donc bornée. D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstra$, il existe
une application ¢¥: N —— N strictement croissante et z,4+1 € R tels que

[
—_— 5
Un+1,0((k)) koo Tn+1 (5)
— De (4) et (5), nous déduisons
|- [ -
U1, ooy (k) m T1 5 eee 5 Up poy(k) m Tn 5 Up41,p01(k) m Tp41
ie. 0
1l
Ugorp(k) = (U1,¢o¢(k)» . -aun,gpow(k)aunJrl,@odJ(k)) m (%1, T,y Tpg1)
O
Théoréme 13. — Une partie de (K", || - ||,,) est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée.

Démonstration. L’implication directe a déja été établie (cf. proposition 7). Pour démontrer I'implication réciproque,
nous considérons une partie A de (K",|| - || ), qui est fermée et bornée. Démontrons que A vérifie la propriété de
Bolzano-Weierstra$. Soit (a,)nen une suite d’éléments de A.

e Comme A est bornée, la suite (a,)n,en est également bornée. D’aprés la proposition 12, il existe une application
p: N —— N et un vecteur z de R" tels que a,(,) —— @.

n—-+o0o
e Comme A est fermée et que les termes de la suite convergente (a@(n))n cn appartiennent aA x= ngrfoo Ay(n) € A.
O
. . . Y
FEzercice 14. — Démontrer que la partie
1
K :={(z,y) e R® : 2° +4y*> <4}
T
de (R%,]| - ||.,) est compacte. -2 -1 1 2
-1

Ezxercice 15. — Soient K une partie compacte de (K™, || - || )-
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1. Soit r un réel strictement positif. Démontrer que

est compact.

2. Démontrer qu'il existe (a,r) € E X R tel que

(a) K C B(a,7);
(b) pour tout (a’,7') € E x Rsg tel que K C B(a/, '), r < 1'.

Il existe donc une boule fermée de (K", || - ||,) de rayon minimal qui contient K.

2.4. Caractérisation des parties compactes de (M,,(K),|| - |[,.)

Notation. — La lettre n désigne un entier naturel non nul.
Corollaire 16. — Une partie de (M,,(K),|| - ||,,) est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée.

Démonstration. L’application

(Ma(K), ||+ lle) —> (K01 )

d M — (M1, [Min, (M2, ....[M]om, ... [M]na,..., [M]nn)

est un isomorphisme qui préserve les normes, i.e.

VM e Mn(K) || f(M) |l = [ M]l

Une partie A de M,,(R) est donc bornée (resp. fermée, compacte) si et seulement si la partie f(A) de K™ est bornée
(resp. fermée, compacte). Le résultat est donc conséquence du théoréeme 13. O

FExercice 17. — Notons
0,(R):={AeM,(R) : AAT =1,} [groupe orthogonal]

1. Démontrer que O, (R) est un sous-groupe de (GL,(R), x).
2. Démontrer que le groupe (O, (R), x) est compact.

2.5. Un fermé relatif d’un compact est compact

Proposition 18. — Supposons A compacte et considérons une partie B de A. Alors B est compact si et seulement si
B est un fermé relatif de A.

@ Une démonstration de la proposition 18 est & connaitre.

Exercice 19. — Notons
SO,(R):={A € O,(R) : det A=1} [groupe spécial orthogonal]

1. Démontrer que O, (R) est un sous-groupe de (O, (R), x).
2. Démontrer que le groupe (SO, (R), x) est compact.
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2.6. CNS de convergence pour une suite d’éléments d’un compact

Proposition 20. — Supposons A compacte et considérons une suite (an)nen € AN. Alors la suite (a,)nen converge si
et seulement si elle amdet une unique valeur d’adhérence.

Ezercice 21. — Soit (u,)nen une suite de vecteurs de E qui est bornée et qui vérifie

1 -1l
Up + S U2p ” OE
2 n——+oo

1. Soit @ une valeur d’adhérence de la suite (up)nen. Démontrer que —2 a est également valeur d’adhérence.

2. En déduire que la suite (u,)nen converge vers le vecteur nul de E.

Ezxercice 22. — Soient (E1,|| - ||;), (E2,]| - ||5) deux K-espaces vectoriels normés, F; une partie fermée de E;, K> une
partie compacte de Fy et f: F; —— K5 une application. On note

I':={(z, f(z)) : =€ F1} [graphe de 'application f]
et on munit F; x F5 de la norme N définie par

FixEy —> R+

N
(@1, 22) +— max{llzll;, [l z2]l,}

[norme produit]
Démontrer que lapplication f est continue si et seulement si son graphe I' est une partie fermée de (F; x Ea, N).

2.7. Produit d’un nombre fini de compacts

Théoréme 23. — Soient (E1,N1),...,(E,, N,) des K-espaces vectoriels normés. On munit le K-espace vectoriel normé

HEi de la norme

i=1
n
I1E: — R,
N i [norme produit]
(x1,...,2n) +— max N;(z;)
1<ig<n

n n
Pour tout i € [1,n], soit K; une partie compacte de (E;, N;). Alors HKi est une partie compacte de (H E;, N>,
i=1 i=1
Démonstration. Nous raisonnons par récurrence sur l'entier n > 1.
o [Initialisation a n = 1. L’assertion est claire.

o Hérédité. Soit n € N* tel que tout produit de n compacts de n K-espace vectoriels normés soit une partie compacte
de leur espace produit. Soit (E1,N1),...,(En, Nn), (Ent1, Nnt1) des K-espaces vectoriels normés. Pour tout i €
[1,n + 1], soit K; une partie compacte de (E;, N;).

n+1 n+1
Démontrons que H K; est une partie compacte de (H E;, N) . Soit (ug = (W15 - -+ Un ks u”+1»k))keN une suite

i=1 i=1
n+1
d’éléments de ] K.
i=1
n n
— D’apres hypothese de récurrence, H K; est une partie compacte de H E;. Comme (up = (U1 gy Unk))pen
i=1 i=1
n
est une suite d’éléments de H E;, il existe une application ¢: N —— N strictement croissante et (z1,...,2,) €
i=1
- duit
norme produr .
HEi tels que (ulﬁ,(k), e ,u,w(k)) W (x1,...,2p), L6
i=1
u SRELL RN u SRELLEN (6)
Lo 7o BT 0 o U o0 O
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— La suite (unﬂ’(p(k))keN est une suite du compact K, ;1 de E,, ;1. Il existe donc une application 1): N —— N
strictement croissante et x,+1 € E,,+1 tels que

NTI,
Unt1,0(3(k)) —>,H++m Tnt1 (7)
— De (6) et (7), nous déduisons
Ny No Nyt
U1, ooy (k) m T1 5 eee 5 Up poy(k) m Tn 5 Up41,p01(k) m Tp+1
i.e.
U kZ(U1 AV /) )y Unt1 k)L(m‘lx Tpa1)
ot (k) wpotp(k)s -+ -2 Un,porp(k)y Untlpop(k) ) 572 e bns Ing
O
Ezercice 24. — Démontrer I’équivalence des deux assertions suivantes.
1. La sphére unité S(0g,1) := {z € E : ||z || = 1} une partie compacte de (E,|| - ||).
2. La boule unité fermée B(0g,1) :={zx € E : ||z || < 1} est une partie compacte de (E,|| - ||)-

Exercice 25. — Si A, B sont des parties non vides de E, on définit la distance entre A et B par
d(A,B) :=inf {|la —b]|| : (a,b) € Ax B}

1. Soient K, L deux parties compactes, non vides et disjointes de E. Démontrer que d(K, L) > 0.
2. Donner deux parties F, G fermées, non vides et disjointes de (R, - ||.) telles que d(F,G) = 0.

3. Applications continues sur une partie compacte

Notation. — (E,|| - ||) désigne un K-espace vectoriel normé et A une partie non vide de E.

3.1. Image continue d’un compact

Théoréme 26. — Soient (F,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et f € C°(A, F). Si A est une partie compacte de
(EaH ’ HE): alors
f(A):={f(a) : ac A}

est un compact de (F,|| - ||z)-

@ Une démonstration du théoréme 26 est & connaitre.

3.2. Théoréme des bornes atteintes
Corollaire 27. — Si A est une partie compacte de (E,|| - || ) et f € C°(A,R), alors f est bornée et atteint ses bornes,

i.e. :

3(93m,17M) EAZ VzeA f(xm) gf(l‘) gf(JUM)

@ Une démonstration du corollaire 27 est & connaitre.

Egercice 28. — On considére I'espace vectoriel normé (R3[| - ||.,) et on considére sa boule unité fermée B(0,1). Dé-
montrer que ’application

B(0,1) — R

f . 3

(x,y,2) — xsin(y)+y cos(z) + z
est bornée et atteint ses bornes.
Exercice 29. — On considere 'espace vectoriel normé (R", || - || ) et la partie

K:={(z1,...,2,) eR" : 21+...42,=1let 1 20, ..., z, >0}
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Soit f: K —— R tel que, pour tout € K, f(x) > 0. Démontrer que

inf{f(z) : x€ K} >0

Ezercice 30. — Soient K une partie compacte de (E,|| - ||z) et f: K —— K une application telle que

V(ey) € K* a#y = [[f(@) - fW <l|lz -yl

Démontrer que 'application f posséde un unique point fixe.

Définition 31. — Soit f: E —— R une application. On dit que f(x) tend vers +oo lorsque || x || tend vers 400, ce
que l’on note f(r) —— 400 si
[|@]]—+o0

VA€R, 3RcR+ VzcE |z]|>R = f(z)>A

FExercice 32. — On illustre un des intéréts de la définition 31.

1. On considére P'espace vectoriel normé (R™, || - ||) et une applica-
tion f € C°(R™,R) telle que f(xr) ———— +oc0. Démontrer que

[|z || =00

I’application f posséde un minimum. Looo |

2. Démontrer que I'application

R? — R

! (z,y) — a*4y*—day

possede un minimum global.
3.3. Théoreme de Heine

Théoréme 33. — Soient (F,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et f € C°(A, F). Si A est une partie compacte de
(E,|| - ||g), alors Uapplication f est uniformément continue sur A.

@ Une démonstration du théoreme 33 est & connaitre.

4. Connexité par arcs

Notation. — Dans toute cette partie, (E,|| - ||) désigne un K-espace vectoriel normé et A une partie non vide de E.

4.1. Arc joignant deux points

Définition 34. — Soit (a1,as) € A%. Une application arc tracé dans A joignant a1 d ay est une application

@ est continue

p: [a, B] — A telle que pla) =ay
©(B) = a2
ot «v et B sont des réels tels que o < 3.
Ezxemple 85. — Soient (a,7) € E x R et x1,z2 deux points de la boule ouverte B(a,r). Alors I'application
[0,1] — B(a,r)

P tat (1— ) [application bien définie car B(a,r) est convexe]

est un arc tracé dans B(a,r) joignant a a b.

Proposition 36. — Soient a1, as,az des points de A.

1. L’application
[0,1] — A
t — a

est un arc tracé dans A joignant a1 d aq.
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2. Supposons qu’il existe un arc ¢: [, f] —— A tracé dans A joignant a1 d az, ot o, B sont des réels tels que o < .
Si 1 est Uapplication
0,1 — [a, ]

¥ t o tat(1-1)p

alors Uapplication p o ): [0,1] —— A est un arc tracé dans A joignant ag d a;.

3. Soient p1: [an, 5] —— A un arc tracé dans A joignant a1 d as et pa: [ag, Ba] —— A un arc tracé dans A
joignant as d as, ot a1, P1, s, P sont des réels tels que g < ai. Alors lapplication

a1, 814+ f2 — 2] — A
¥ w1(t) sit< P
t — { QDQ(t*ﬂl +O¢2) Sit>ﬂ1

est bien définie et est un arc tracé dans A joignant ay a as.

4.2. Partie connexe par arcs

Définition 37. — On dit que A est connexe par arcs si, pour tout couple (a,b) € A2, il existe un arc tracé dans A
joignant a a b.

Ezxercice 88. — L’intersection de deux parties connexes par arcs est-elle nécessairement connexe par arcs?

Ezercice 39. — Une réunion de deux parties connexes par arcs disjointes peut-elle étre connexe par arcs?

Ezercice 40. — Démontrer que le produit de deux parties connexes par arcs est connexe par arcs.

Ezercice /1. — L’intérieur d’une partie connexe par arcs est-il nécessairement connexe par arcs ?

FEzxercice 42. — Démontrer que C* est une partie connexe par arcs de C et en déduire que, pour tout entier n > 2,
GL,,(C) est une partie connexe par arcs de (M,,(C),|| - || )-

Ezxercice 43. — Démontrer que , pour tout n € N*, GL,,(R) n’est pas une partie connexe par arcs de (M, (R), || - ||)-

4.3. Les parties convexes sont connexes par arcs

Proposition 44. — Une partie conveze de E est connexe par arcs.
FExemple 45. — Une boule de E est une partie connexe par arcs.
Ezemple 46. — Un sous-espace vectoriel de F est une partie connexe par arcs.

4.4. Les parties étoilées sont connexes par arcs
Définition 47. — La partie A est dite étoilée si
Jdage A VaeA [ag,alC A

Proposition 48. — Une partie étoilée de E est une partie connexe par arcs.

Egercice 49. — Démontrer que A := {(z,y) € R? : |zy| < 1} est une partie connexe par arcs de (R2,]| - || ).

4.5. Composantes connexes par arcs

Rappel. — Un relation R sur A est appelée relation d’équivalence si elle vérifie les trois propriétés suivantes.
1.Vae A aRa [réflexivité]
2.V (a,a2) € A2 a3 Ray = aaRam [symétrie]
3.V (a1,a2,a3) € A> a;Ras et aaRaz = a; Ras [transitivité]

Si R est une relation d’équivalence sur A et a € A, on définit la classe de a par
a:={d eFE :aRd}CA

L’ensemble des classes d’équivalence est noté A/R (ensemble quotient de A par la relation d’équivalence R). Les classes
d’équivalence forment une partition de A
A= || ¢

CeEA/R
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Proposition 50. — La relation ~ sur A définie par
V(a1,az2) € A% ay ~ay <= il existe un arc tracé dans A joignant a1 a as
est une relation d’équivalence sur A.

Définition 51. — Une classe d’équivalence pour la relation ~ sur A, introduite dans la proposition 50, est appelée
composante connere par arcs.

Remarque 52. — Une composante connexe par arcs de A est une partie connexe par arcs de E.

Remarque 53. — Si A est connexe par arcs, alors il ne possede qu’une seule composante connexe par arcs : la partie A
toute entiere.

Ezercice 54. — Quelles sont les composantes connexes de R* 7

Ezercice 55. — Soit U une partie ouverte de E. Démontrer que les composantes connexes de U sont des parties ouvertes
de E.

Ezercice 56. — On rappelle que, d’apres l'algorithme du pivot de Gauf}, toute matrice de GL,,(R) s’écrit comme un

produit de matrices de transvection ou de dilatation. En déduire que
GL,(R)" :={A € GL,(R) : det A >0} et GL,(R)” :={4A € GL,(R) : det A <0}

sont les deux composantes connexes par arcs de GL,(R).

4.6. Caractérisation des parties connexes par arcs de R

Proposition 57. — Une partie A de R est connexe par arcs si et seulement si A est un intervalle de R.

4.7. Image continue d’une partie connexe par arcs
Théoréme 58. — Soient (F,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et f: A — F une application continue. Alors :

A est conneze par arcs =  f(A) est conneze par arcs.

Ezercice 59. — SO2(R) est connexe par arcs Démontrer que :
SOs(R):={Ae MsR) : ATA=1I et det(4) =1}
est connexe par arcs.

Ezercice 60. — Deux espaces vectoriels normés (Ey, N1) et (Ea, No) sont dit homéomorphes s’il existe une application
f: By —— E, qui est bijective, continue et dont 'application réciproque f~!: Ey — E; est également continue.
Démontrer que R et R? ne sont pas homéomorphes.

4.8. Généralisation du théoréme des valeurs intermédiaires
Corollaire 61. — Soient une application f: A — R et a1,as des points de A.

f est continue
A est connexe par arcs = da€A f(a)=0r

fla1)f(az) <O

Démonstration. L’image f(A) de A par f est une partie connexe par arcs de R (théoréme 58), donc un intervalle de
R (théoréeme 57). Comme f(z1) et f(z2) sont dans f(A), de signes opposés, 0 appartient aussi dans f(A). Donc 0 € R
possede au moins un antécédent par f dans A. a
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