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Equations différentielles linéaires
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e EDLI : équation différentielle linéaire d’ordre 1
e SDL1 : systéeme différentiel linéaire d’ordre 1

e EDLSn : équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n, ot n > 1 est un entier
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Notation. — Dans tout ce chapitre :
e [ désigne un intervalle d’intérieur non vide de R ;
e K est le corps R ou C;
e [ désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

1. Présentation des objets de I’étude

1.1. EDL1
Ezxercice 1. — Résoudre ’équation différentielle :
1
(&) r = ¥x+t2 , d’inconnue 2 € C*(]0,+oo[,R)
Ezxercice 2. — On consideére ’équation différentielle :
&) t| 2’ + 2 =t
1. Résoudre & sur |0, +oo[, puis sur | — oo, 0].

2. Soit z € C}(R,R) une fonction solution de &.
(a) Que vaut z(0)?
(b) Donner une expression de z(t), pour tout ¢ > 0, dans laquelle une constante réelle k; apparait.
(¢) Donner une expression de x(t), pour tout ¢ < 0, dans laquelle une constante réelle ko apparait.
(d) En exploitant la continuité et la dérivabilité de = en 0, ajuster les valeurs de kq et ko.

3. Résoudre € sur R, en prenant appui sur la question 2. On soignera la logique.

Exercice 8. — Résoudre 'équation différentielle 2/ = 0 sur un intervalle I de R, puis sur R* et enfin sur R \ Z.

Définition 4. — Soient a € C%(I, L (E)), b€ C*(I, E).
(1) Equation différentielle linéaire d’ordre 1 (EDL1). L’équation :
&) o =a(t) -z +bt) , dinconnuex € C'(I,E)
est appelée équation différentielle linéaire d’ordre 1.

(2) Equation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1 (EDL1 homogeéne). L’équation différentielle
(&) est dite homogeéne, si la fonction b est nulle.

(3) Solution d’une EDL1. Une solution de (£) est une fonction x € C1(I, E) telle que :

Vtel  2'(t)=a(t) z(t) +b(t)

(4) L’EDL1 homogeéne associée a une EDL1. L’équation différentielle homogéne associée a (E) est :
(EH) o =a(t)-x , dinconnue x € C*(I,E)

(5) Probleme de Cauchy associé & une EDL1. Soit (to,z¢) € I X E. Le probléme de Cauchy associé a (&)

avec condition initiale :
(CI) .’L‘(to) =29

s’écrit :

' =a(t) z+b(t)

2(to) = o , d’inconnue x € C'(I, E)

re) |
(6) Solution d’un probléme de Cauchy associé & une EDL1. Une solution de (PE) est une fonction

x € CY(I,E) telle que :
{ vitel  2'(t) =a(t)(z(t) + b(t)
x(to) = X9

i.e. une solution de (£) vérifiant la condition (CI).
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FExemple 5. — Soient les applications :
3
R — , L (R?) , R — R
a R — R et b
t — a(t) t > (0,0,arctan(t))

(u1,ug,uz) > (UQ,U3, tuy + ch(t) ug — t2 U3)
L’équation :

(€) 2’ =a(t)-z+b(t) , dinconnuez €C' (R,R?)
est une EDLI.

Remarque 6. — La définition 4 généralise celle I’EDL1 introduite en MP2I. En effet, considérons :
e a €C'I,K);
e beC'I,K);
e 'EDL1 de MP2I :
) ' =a(t)z+b(t) , d’inconnue z € C'(I,K)

Si 'on définit I'application a par :
I —

Sy e | B
u

[
~

)
— K
— a(t)u

alors : B
&) ' =a(t) -z +b(t) , d’inconnue z € C'(I,K)

est une EDL1 au sens de la définition 4. De plus, une fonction z € C'(I,K) est solution de (€) si et seulement si

x € C*(I,K) est solution de (£).

1.2. SDL1

Définition 7. — Soient A € C°(I, M,(K)), B € C°(I, My, 1(K)).
(1) Systéme différentiel linéaire d’ordre 1 (SDL1). Le systéme :
(S) X' =A{t) X+ B(t) , d’inconnue X € C*(I, M,,1(K))
est appelé systeme différentiel linéaire d’ordre 1.

(2) Systéme différentiel linéaire homogéne d’ordre 1 (SDL1 homogéne). Le systéme différentiel (S) est
dit homogeéne, si la fonction vectorielle B est nulle.

(3) Solution d’un SDL1. Une solution de (S) est une fonction X € C*(I, M, 1(K)) telle que :

Vtel X'(t) = A(t) X(t) + B(t)

(4) Le SDL1 homogeéne associé a un SDL1. Le systéme différentiel homogéne associé a (S) est :
(SH) X' =At)X , d’inconnue X € CH(I, M, 1(K))

(5) Probleme de Cauchy associé & un SDL1. Soit (to, Xo) € I x M,,1(K). Le probléme de Cauchy associé
a (S) avec condition initiale :
(CI)  X(to) = Xo

s’éerit :
’_
P9 { Xaxy Y dinconme X €€, M (1)

(6) Solution d’un probléeme de Cauchy associé a une EDL1. Une solution de (PS) est une fonction
X € CH (I, M, 1(K)) telle que :

{ Vtel  X'(t)=A(t) X(t) + B(t)
X (to) = Xo

i.e. une solution de (S) vérifiant la condition (CI).
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Remarque 8. — Considérons deux familles (a;,;) j)e1,n]> €t (bi)ieq,n] de fonctions continues sur I & valeurs dans K.
e Le systeme différentiel :
.’Ell al’l(t) N al,n(t) X b1 (t) X1
(S) D] = S+ , d’inconnue | : | €C'(I,M,1(K))
xl an1(t) ... ann(t) T, by (t) T,

est un SDL1. En effet, une fonction vectorielle est continue si et seulement si chacune de ses fonctions composantes
est continue.

x
e Une solution de (S) est une fonction vectorielle [ : |, ot z1,...,z, € C}(I,K), telle que :
T
l‘/l(t) = a171(t) .’L‘l(t) + ... + al’n(t) Jin(t) + bl(t)
vtel :
() = apn1(®)z1(t) + ...+ apn@z(t) + bu(t)
Exemple 9. — Le systeme :
x! 0 1 0 T 0 x
(S) y]1=10 0 1 y |+ 0 , d’inconnue |y | € C'(I, M3:(R))
z' t ch(t) —t? z arctan(t) z

est un SDL1.

Ezercice 10. — Soit A := <i D € Mz2(R).

1. Démontrer que la matrice A est diagonalisable sur R.
2. Déterminer une matrice P € GL2(R) telle que la matrice P! A P soit diagonale.
3. On considere le SDL1 homogene :

rho= x4+ x . T )
(S) {xé 4z 4+ 1 , d’inconnue (@)GC(R,MQJ(R))

Résoudre (S) en considérant le changement de variable (?;) =p! (i1>
2 2
4. Justifier que I'ensemble des solutions de (S), noté Sol (S), est un plan vectoriel de C!(R, M2 1(R).
5. Résoudre le probleme de Cauchy :

Ty o= w1+ x
(S) {m’Q = 4dx1 + a9 .
(PS) , d’inconnue <:c1) € C'(R, M2 (R))
21(0) = 1 ’
cI { 5(0) = 2

associé a (S)

6. Soit ty un réel fixé. Démontrer que I'application :

Sol (S) — My (R)
ol () = ()

est un isomorphisme de R-espaces vectoriels.

1.3. EDLSn
FEzxercice 11. — Résoudre I'équation :

&) 2" = —42 + 52+ 2¢" | d’inconnue z € C*(R,R)
FExercice 12. — Résoudre 'équation :

(&) 2’=-22"—2x+4e " | d’inconnue z € C*(R,R)
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Définition 13. — Soient ag, . ..,an_1,b € C°(I,K).
(1) Equation différentielle linéaire scalaire d’ordre n (EDLSn). L’équation :

n—1
(&n) ™ = Z ai(t) D +b(t) , dlinconnue z € C*(I,K)
i=0

est appelée équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n.

(2) Equation différentielle linéaire homogéne d’ordre n (EDLSn homogeéne). L’équation différentielle
(En) est dite homogéne, si la fonction b est nulle.

(3) Solution d’une EDLSn. Une solution de (£,) est une fonction x € C™(I,K) telle que :

n—1
viel  zM(t) =Y a;(t) 2 (t) +b(t)
=0

(4) L’EDLSn homogeéne associée & une EDLSn. L’équation différentielle homogéne associée d (E,) est :

n—1
(EHn) ™ = Z a;(t) 2D | d’inconnue x € C"(I,K)
=0

(5) Probleme de Cauchy associé & un EDLSn. Soient tg € I et xq,...,2,—1 € K. Le probléme de Cauchy
associé a (€,) avec condition initiale :

(CI) Vie[0,n—1] x(i)(to) =z
s’écrit :

= Y a2 + 500
(PEL) i=0 , d’inconnue x € C"(I,K)

Vie [0,n—1] z@(t) = 24

(6) Solution d’un probléme de Cauchy associé a une EDLSn. Une solution de (PE,,) est une fonction
x € C"(1,K) telle que :

n—1

veel 2™ =Y a(t)s +b(1)
1=0

Vie[o,n—1] z@(y) ==

i.e. une solution de (&,) vérifiant la condition (CI).

Exemple 14. — L’équation :
(&3) 2" =tax+ch(t)a’ —t? 2" + arctan(t) , d’inconnue z € C3(R,R)

est une EDLS3.

2. Champ de vecteurs d’un SDL1

Convention. Dans cette partie, nous confondons les points du plan R? et leurs coordonnées dans la base canonique.

Bo = (61,62).

Définition du SDL1 (S). Soit A = (ai’j)(ij)e[[l o2 € M3(R). On lui associe le SDL1 (homogeéne) & coefficients
constants :

ro_
(S) {x/ = 0Tt 012y , d’inconnue (;)ecl(R,Mg’l(R))

Yy = a1 + a2y
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Champ de vecteurs associé au SDL1 (S). A ce SDLI (S), nous associons le champ de vecteurs :
M271(R) — MQ,l(R)
10 ()
— A
B B

On représente le champ de vecteurs & en tragant en tout point M du plan, le vecteur £(M).

Représentation du champ de vecteurs £ lorsque A = (1 _12>

Trajectoire d’une solution du SDL1 (S) et interprétation cinématique. Considérons une solution (i) du systeme

différentiel (S). Nous introduisons sa trajectoire :

= {(58) o)

que nous pouvons assimiler a ’ensemble des positions M (¢) prises par un mobile au cours du temps ¢. En dérivant le

vecteur position du mobile :
OM(t) = @Eg) ,

au temps t, on obtient son vecteur vitesse.

c@ _ (x/(t)) 4 <x(t)) _¢ @8) —¢ (07(,5) Kz) est solution de (SH)

y'(t) y(t)

Géométrie des solutions du SDL1 (SH). Fixons un temps ¢. Alors :

OM@+M}:OOMU&HfM??d+om)

MOME+R) = he (OM(t3> +o(h)
h—0
Ainsi, si h > 0 est « petit », alors le vecteur M (¢)M (t + h; = (x(t +h) = a:(t)) peut étre approximé par un vecteur
’ ’ y(t+h) —y(t)
colinéaire a & (OM(t ) =A <‘;Eg>, de méme sens.

d’ou
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Si un point M (atteint en un temps ¢ qui n’importe pas ici) appartient a la trajectoire I'; alors la tangente a I’
(@) au point M est portée par le vecteur £(M). Nous en déduisons que :

la trajectoire d’une solution du SDL1 (S) épouse le champ de vecteurs &.

Champ de vecteurs et une trajectoire d’une solution pour le SDL1 (S).

Casou A = <} _12> Casou A = <(1) })
- — _— i / / //////‘ ///7« /// :
o S // S
\\\H/// //
NI T o
DL s e 7 /
I
[ / / . v <

/ /
/ / P

W
NN

N\

OO
\\\\ N

N

\\\\\\ .

N
NN R

N
X\\\\
\\\\

\\\\\
SO

\\\\&

N

NN

DAVID BLOTTIERE 7 VERSION DU 18 MARS 2025



LycCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

3. Réduction a I’étude des EDL1
3.1. Réduction de I’étude d’une EDL1 i celle d’un SDL1
Notation. — Soit e = (eq,...,e,) une base de E.

Proposition 15. — Soient a € C°(I,L (E)) et b € CO(I,E). On introduit les fonctions A € C°(I, M,,(K)) et
B e CY (I, M,,1(K)) définies par :

et B

I — Mu(K)
A
t —>

1. On considére ’EDL1 (E) et le SDL1 (S) définis par :
(&) 2/ =alt) - z+0() et (S) X'=A@1t)X + B(t)

d’inconnues respectives x € C*(I, E) et X € C1(I, M, 1(K)). Une fonction x € C'(I, E) est solution de ()
si et seulement si la fonction Mat, oz € C1(I, M,,1(K)) est solution de (S).

2. Soit (to,z0) € I x E. On considére les deux problémes de Cauchy (PE) et (PS) définis par :

o = alt) -z + b(D) X' = A(t) X + B(t
®0) | Zoyem ‘! P9 { Xy~ Ninton)

d’inconnues respectives x € C(I, E) et X € C*(I, M, 1(K)). Une fonction x € C* (I, E) est solution de (PE)
si et seulement si la fonction Mat, oz € C1(I, M, 1(K)) est solution de (PS).

0O L’étude d’une EDLI1 se rameéne donc a 1’étude d’'un SDL1, en introduisant une base de F. De méme, 1’étude
- d’un probleme de Cauchy associé & une EDL1 se ramene a ’étude d’un probleme de Cauchy associé a un SDLI.

3.2. Réduction de I’étude d’un SDL1 a celle d’une EDL1

Proposition 16. — Soient A € C°(I,M,(K)) et B € C°(I,M, 1(K)). On introduit la fonction a €
COI, L (M,1(K))) définie par :

I — L (M, 1(K))
Mn’l(K) — Mn,l(K)
a Uy U1

t — a(t)
— A1)
Un Un,
1. On considére le SDL1 (S) et I’EDL1 (&) définis par :
(S) X'=A@1t)X + B(t) et (&) X'=a(t)- X+ B(t)

tous deux d’inconnue X € CY(I, M, 1(K)). Une fonction X € C*(I, My 1(K)) est solution de (S) si et
seulement si la fonction X est solution de (£).

2. Soit (to, Xo) € I x M, 1(K). On considére les deux problémes de Cauchy (PS) et (PE) définis par :

X' = A(t) X + B(1) X' = a(t) - X + B(t)
(PS) { X(to) = Xo “l (PE) { X(to) = Xo

tous deuzx d’inconnue X € C*(I, M, 1(K)). Une fonction X € C*(I, M, 1(K)) est solution de (PS) si et
seulement si la fonction X est solution de (PE).

L’étude d’'un SDL1 se rameéne donc a I’étude d’'une EDL1. De méme, I’étude d’un probléeme de Cauchy associé
- a un SDL1 se rameéne a ’étude d’un probléeme de Cauchy associée a une EDL1.
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3.3. Réduction de 1’étude d’une EDLSn a celle d’'un SDL1

Proposition 17. — Considérons ao, . ..,a,_1,b € CO(I,K). On introduit, pour toutt € I :
0 1 0 e 0 0
A(t) = . . . 0 e M, (K) et B(t) = . e M, 1(K)
0 cee 0 1 0
ap(t) ... .. ap—ao(t) ap—1(t) b(t)

1. On condidére ’EDLSn (£,) et le SDL1 (S) définis par :

n—1

) 2™ =) ai(t) 2 +b(t) et (S)  X'=A(t)X + B(t)
=0

d’inconnues respectives x € C"(I,K) et X € C(I, M, 1(K)).

i
x/
(a) Une fonction x € C™(I,K) est solution de (E,) si et seulement si la fonction . €
£(n=1)
CYHI, M, 1(K)) est solution de (S).

T

(b) Une fonction | : | € CY(I, My 1(K)) est solution de (S) si et seulement si la fonction z1 € K' est
i

solution de (&,).
2. Soient tg € I et xg,...,z,—1 € K. On considere les problémes de Cauchy (PE,,) et (PS) définis par :

X' =A(t)X + B(t)
n—1
(n) — , (@) x
(PE) x iz:; a;(t) 'Y + b(t) » (PS) xtl)
Vie[o,n—1] z@(ty) = a; X(to) =
Tn—1

d’inconnues respectives x € C"(I,K) et X € C1(I, M, 1(K)).

03
x/
(a) Une fonction x € C"(I,K) est solution de (PE,) si et seulement si la fonction . €
x(nfl)
CYHI, M,, 1(K)) est solution de (PS).
x1
(b) Une fonction | : | € CYHI, M, 1(K)) est solution de (PS) si et seulement si z1 € K! est solution de
Ty
(PEL).
- L’étude d’'un EDLSn se ramene donc a 1’étude d’'un SDL1. De méme, ’étude d’un probleme de Cauchy associé
- a une EDLSn se rameéne a ’étude d’un probleme de Cauchy associé a un SDLI.

FExercice 18. — On considere ’EDLS3 :
3 4
(&) 2" +1n(t) 2" — 7 '+ ZT=t d’inconnue z € C3(]0, 4+o00[,R)

Donner un SDL1 (S) dont la résolution est équivalente & celle de (&3).
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4. Mise sous forme intégrale d’un probléme de Cauchy

4.1. Mise sous forme intégrale d’un probléme de Cauchy pour une EDL1

Proposition 19. — Considérons a € C° (I, L (E)), b€ C° (I, E) et 'EDLI :
(&) 2 =a(t)-z+bt) , dinconnuex cC"(I,E)
On introduit (to,zo) € I x E et le probléme de Cauchy :

' =a(t) -z +b(t)

2(to) = 70 . d’inconnue x € C* (I, E)

re) |
Alors, pour toute fonction x € C*(I, E) :

x est solution de (PE) <= <Vt el z(t) =z + /t a(u)(z(w)) + b(u) du>

to

4.2. Mise sous forme intégrale d’un probléme de Cauchy pour un SDL1
Proposition 20. — Considérons A € C° (I, M,,(K)), B € C° (I, M, 1(K)) et le SDLI :
(S) X'=A(t)X +B(t) , dinconnue X € C' (I, M,,1(K))
On introduit (to, Xo) € I x My, 1(K) et le probléme de Cauchy :
A
(PS) { ﬁ(tg)ji(tg(j( +B() , d’inconnue X € C* (I, M, 1(K))

Alors, pour toute fonction X € C1(I,M,, 1(K)) :

X est solution de (PS) <= (Vt el X(t)=Xo+ /t A(u) X (u) + B(u) du)

to

5. Principe de superposition et conséquence pour ’ensemble solution

5.1. Cas des EDL1

Proposition 21. — Considérons a € C° (I, L (E)), (b1,by) € C° (I, E)?, (A1, \2) € K2 et les EDLI :

(&E,b1) o' =a(t) -z +bi(t)
(&,b2) x' = a(t) -z + ba(t) , d’inconnue x € C* (I, E)
(5,)\11)1 +)\2b2) x' = (I(t) '17+>\1 bl(t) +)\2 b2(t)

Alors :
V($1,1‘2) € Sol (5,b1) X Sol (g,bg) A1Z1 + Az € Sol (5, b1 + )\ng)

Proposition 22. — Considérons a € C° (I, L (E)), b€ C° (I, E) et les EDLI :
, d’inconnue x € C* (I, E)

Supposons qu’il existe une fonction xz, solution de (£). Alors :

Sol(€) = {xzp +xp : xp € Sol (EH)}
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Pour résoudre une EDL1 (&), il suffit de :
N.B. (a) résoudre PEDLI homogene associée (EH);
(b) déterminer une solution particuliere de 'EDL1 (€) .

5.2. Cas des SDL1

Proposition 23. — Considérons A € C° (I, M, (K)), (B1, Bs) € C° (I, M, 1(K))?, (A1, \2) € K2 et les SDLI :
(S, B1) X'=A)X + B1(t)
(S, B) X' = A@t)X + Ba(t) , d’inconnue X € C* (I, M, 1(K))
(S, \1B1 + X2 Bs) X'=A#)X + A1 B1(t) + A2 Ba(t)

Alors :
V(Xl,XQ) € Sol (S,Bl) X Sol (S,BQ) M X1+ X X5 € SOI(S,)\lBl + )\2B2)

Proposition 24. — Considérons A € C° (I, M,,(K)), B € C° (I, M, 1(K)) et les SDL1 :

(S)  X'=AM®)X + B(®)

(SH) X' = A)X , d’inconnue X € C' (I, M, 1(K))

Alors :
Sol (8) = {X}, + X, : X, € Sol (SH)}

Pour résoudre un SDL1 (S), il suffit de :
N.B. (a) résoudre le SDL1 homogeéne associé (SH);

(b) déterminer une solution particuliére du SDL1 (S) .
5.3. Cas des EDLSn

Proposition 25. — Considérons ag, a1, .. .,an_1,b1,bs € CO(I,K), (A1, \2) € K? et les EDLSn :

n—1
(En,b1) =Y a;i(t)z® + by (t)
=
(En,b2) W = Z ai(t) £ + by(t) , d’inconnue x € C" (I, K)
=
(Eny b+ A2b2) 2/ = a;i(t) 2D 4+ Ay by (2) + Ao ba(t)
=0
Alors :
Y (acl, 56‘2) € Sol (Sn, bl) x Sol (gn, bg) A1 Z1 + Ao x9 € Sol (gn, A1b1 + )\ng)
Proposition 26. — Considérons ag, a1, ...,a,_1,b € CO (I,K) et les EDLSn :
n—1 }
(&n) W = a;(t) £ + b(t)
=0 , d’inconnue x € C" (I, K)
(EHn) o= a(t)z®
=0

Supposons qu’il existe une fonction x, solution de (£,). Alors :

Sol(&,) ={an + 2, : zn € S0l (EH,)}.

Pour résoudre une EDLSn (&,), il suffit de :
N.B. (a) résoudre PEDLSn homogene associée (EHy,) ;
(b) déterminer une solution particuliere de 'EDLSn (&,).
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6. Théoréme de Cauchy linéaire et conséquences

6.1. Cas des EDL1

Théoréme 27. — Considérons a € C° (I, L (E)), b€ C° (I, E) et (tg,z0) € I x E. Alors le probléme de Cauchy :

' =a(t) z+ b(t)

2(to) = 10 , d’inconnue x € C' (I, E)

re) |

admet une unique solution.

Ce théoréme est admis.

Ezercice 28. — Considérons a € C° (I, L (E)) et to € I. Soit une fonction x € C! (I, E) telle que z(tg) = Op et pour
tout t eI :

Que dire de la fonction x ?

Ezercice 29. — Considérons a € C° (I, L (E)) et b € C° (I, E). Soient deux fonctions x1, 7o € C! (I, E) telles que, pour
tout t eI :
2y (t) = a(t)(z1(t)) +b(t) et a5(t) = a(t)(w2(t)) +b(t)

Démontrer :
(Ftel z(t)=x2(t)) <= (Vtel z1(t) =axa(t))

Corollaire 30. — Considérons a € C° (I, L (E)) et 'EDL1 homogéne :
(EH) 2/ =a(t)-x , dinconnue x € C* (I, E)

Alors :
1. U’ensemble Sol(EH) est un sous-espace vectoriel de C*(I, E) ;

2. pour tout tg € I, application :
Sol(EH) — FE

Pto i —  x(to)

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels ;
3. dim (Sol(EH)) = dim (E).

Corollaire 31. — Considérons a € C° (I, L(E)), b€ C°(I,E) et les EDLI :

&) 2 = a(t) -z+b()

’ 9 1
EH) o = alt) -z , d’inconnue x € C* (I, E)

Alors :
1. I'EDL1 (€) posséde (auw moins) une solution ;
2. six, est une solution de (£), alors :
Sol(€) =z, + Sol(EH)

est un sous-espace affine de C* (I, E), dirigé par le sous-espace vectoriel Sol(EH) de C' (I, E), qui est de
dimension n.
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6.2. Cas des SDL1

Théoréme 32. — Considérons A € C° (I, M,(K)), B € C° (I, M,,1(K)) et (to, Xo) € I x My, 1(K). Alors le
probleme de Cauchy :

(PS) { ;I(tj)/i(t))(j( +B(?) , d’inconnue X € C* (I, M, 1(K))

admet une unique solution.

Corollaire 33. — Considérons A € C° (I, M,(K)) et le SDL1 homogéne :
(SH) X'=A{t)X , d’inconnue X € C* (I, M, 1(K))

Alors :
1. l’ensemble Sol(SH) est un sous-espace vectoriel de C*(I, M, 1(K)) ;

2. pour tout tg € I, Uapplication :
Sol(SH) — M, 1(K)
¥to X  —  X(t)

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels ;

3. dim (Sol(SH)) = n.

Corollaire 34. — Considérons A € C° (I, M,,(K)), B € C° (I, M,, 1(K)) et les SDL1 :

(S) X' = A{t)X+B()

SH) X' = A(t)-X , d’inconnue X € C* (I, M,, 1(K))

Alors :
1. le SDL1 (S) posséde (au moins) une solution ;
2. si X, est une solution de (S), alors :
Sol(S) = X, + Sol(SH)

est un sous-espace affine de C* (I, M,, 1(K)), dirigé par le sous-espace vectoriel Sol(SH) de C* (I, My, 1(K)),
qui est de dimension n.

FExercice 35. — On considere le SDL1 homogene :
¥ = T + 2y - =z T
(SH) y = 2z + 4y — 2z , dinconnue |y | €C*(R,M;3:(R))
Z = - - 2y + =z z

1. Soit A une valeur propre réelle et V' un vecteur propre associé. Démontrer que la fonction :

R — MgJ(R)

X t — MV

est solution de (SH).

2. Réduire la matrice sous-jacente au systéme linéaire (SH) et en déduire une base de 'espace Sol(SH) des solutions
de (SH).

3. Proposer une généralisation du résultat obtenu pour le SDL1 homogene (SH) ?
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6.3. Cas des EDLSn

Théoréme 36. — Considérons ag,ai,...,a,_1,b € CO(I,K), to € I et x9,21,...,2,_1 € K. Alors le probléeme
de Cauchy :

™ =" a; ()@ + b(2)
(PEL) =0 , d’inconnue z € C" (I,K)
Vie[o,n—1] x@(tg) =2,

admet une unique solution.

Corollaire 37. — Considérons ag,ay,...,a,_1 € C° (I,K) et 'EDLSn homogéne :
n—1 )
(EH,) =™ = a;(t)z) | d’inconnue z € C" (I, K)
i=0
Alors :

1. Vensemble Sol(EH,,) est un sous-espace vectoriel de C™ (I,K) ;
2. pour tout tg € I, Uapplication :

Sol(EH,) —  Mya(K)

x(to)
Ot N R x/(.to)
7D 1)
est un isomorphisme de K-espaces vectoriels ;
3. dim (Sol(EH,,)) = n.
Corollaire 38. — Considérons ag,ay,...,a,_1,b € C°(I,K) et les EDLSn :
n—1
(E) =™ = a;(t)z® + b(t)
i , d’inconnue x € C" (I,K)
(EH,) =™ = nilaz(t)x(”
i=0

Alors :
1. 'EDLSn (&,) posséde (au moins) une solution ;

2. six, est une solution de (E,), alors :
Sol(&,) = xp + Sol(EH,)

est un sous-espace affine de C™ (I, K), dirigé par le sous-espace vectoriel Sol(EH,,) de C™ (I, K), qui est de
dimension n.

FEzxercice 39. — On considere ’équation différentielle :

(&n) 2™ =2 4+2025 | d’inconnue z € C" (R, C)
1. Déterminer tous les nombres complexes A tels que la fonction :
R — C
t — M

soit solution de 'EDLSn homogene (EH,,) associée a (&,).
2. En déduire ’ensemble solution de (EH,).
3. Conclure quant a I’ensemble solution de ().
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7. Rappels et compléments sur ’exponentielle d’un endomorphisme, d’'une matrice

7.1. Définition de I’exponentielle d’un endomorphisme, d’une matrice

Définition 40. —

Soit w € L(E). L’exponentielle de u, notée e“ ou Soit A € M, (K). L’exponenticlle de A, notée e ou
k k
A

u
exp(u), est la somme de la série Z o qui converge exp(A), est la somme de la série Z o qui converge
dans L (E), i.e. : . dans M, (K), i.e. : .

ool k T gk
e =exp(u) =Y — € L(E) et =exp(A) =) — € My(K)
k! k!
k=0 k=0
Remarque 41. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et B une base de E. Alors :
Matg(exp(u)) = exp (Matp(u))
7.2. Exponentielle d’une matrice diagonale
Proposition 42. — Soient \1,..., A\, € K et D := diag (A1, ..., \,). Alors :
exp(D) = diag (e)‘1 e e/\”)
7.3. Exponentielle de deux matrices semblables
Proposition 43. — Soient A,B € M, (K) deux matrices semblables sur K et P € GL,(K) telle que A =

PBP~L. Alors :
exp(A) = P exp(B) P~*

7.4. Spectre d’une exponentielle de matrice

Proposition 44. — Soit A € M,,(K) et A € Speck(A). Alors :

e € Speck (exp(A))
7.5. Exponentielle d’une somme de deux endomorphismes, deux matrices, qui commutent

Proposition 45. —

Soient u,v € L (E) tels que uov =wvou. Alors : Soient A, B € M,,(K) telles que AB = B A. Alors :

exp(u + v) = exp(u) o exp(v) = exp(v) o exp(u) exp(A + B) = exp(A) exp(B)

7.6. Continuité de ’exponentielle

Proposition 46. —

L’application :

exp

est continue.

L’application :

M, (K)
M

— My(K)

oL —  exp(M)

est continue.

Eléments de démonstration. On considére uniquement le cas matriciel et on munit M, (K) d’une norme sous-multiplicative,

e.g. :
M, (K) — R,
n n
11l M omax YD |[M]y
1<jsn 4 ‘
=1 =1
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(a) Soient A une partie de M,,(K), (fi)ren € F (A, M, (K)N et f € F (A, M, (K)). On dit que la suite de fonctions
(fr)ken converge uniformément vers f sur A si :
o |[[f = fillloo.a =sup{ll[| fe(M) — f(M)[]| :+ M € A} est bien défini a partir d'un certain rang;
o I1f = fillloa =20

k— 400
(b) Soient A une partie de M,,(K), (fi)ren € C° (A, M, (KN et f € F (A, M, (K)). Si la suite de fonctions (fi)ren
converge uniformément vers f sur A, alors la fonction f est continue sur A.
(c) Pour tout k € N, la fonction :

k
Sk M*
M — Z i
i=0
est polynomiale, donc continue.
(d) Soit R >0 et k € N. Alors :
+oo Rz
VM €B(O,R) |[[lexp(M) = Sp(M)||| < Y T
i=k+1
donc :
00 R
llexp =Sk llow, pom < D =7
i=k+1

On en déduit que ||| exp =Sk ||| 50, r) pa 0.

(e) La fonction exp est continue sur B(0, R), pour tout R > 0. Elle est donc continue sur M, (R).

7.7. Dérivation de ¢t — exp(tu), t — exp(t A)

Proposition 47. —

Soit uw € L (FE). La fonction Soit A € M,,(K). La fonction
;R — L ;R = MK
t — exp(tu) t +— exp(tA)
est dérivable et, pour tout t € R, f'(t) = wuo f(t). est dérivable et, pour tout t € R, f'(t) = A f(¢).

Démonstration.

f(t) = £(0)
t—0

(a) Démontrons la dérivabilité de f en ¢t = 0. Démontrons que A £(0). Soit t €] — 1,0[U]0, 1[.

t—0
F(t) = £(0) (R Ay [ 1Ak [ 1Ak
H t *Af(o)’izk! *I”*A’Zk! *A*Zk!
k=0 p=1 k=2
On en déduit que :
1) — 0 +oo tk_lAk +oo A k
10 RS ORI [ st vy S ET
k=2 ’ k=2 ’
Par théoréme d’encadrement, J(t) = J(0) A £(0).
t—0 t—0
(b) Soit t € R. Démontrons ftth) = () A f(t). Soit h € R*.
h h—0
fit+h)—f(t)  exp(hA+tA) —exp(tA)
h B h

= exp(hA) exp(t4) = exp(tA) [les matrices hA et tA commutent]

h
= 76}(1)(}“2) — 1 exp(tA)
L H10)
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(¢) L’application :
M — M exp(tA)

est linéaire et, comme dim(M,,(K)) < oo, elle est continue. Comme f(h) ; 1) p— Af0)=A
—

e+ h}z - i _ (f(h) - f(0>> ——» u(A) = Aexp(tA) = A f(1

8. SDL1 homogene a coefficients constants

8.1. Résolution d’un SDL1 homogeéne a coefficients constants a 1’aide d’une exponentielle de matrice

Théoréme 48. — Soient A € M, (K) et :

1 0
€1 = . ) -y En = 0
0 1

la base canonique de M,, 1(K). Pour tout i € [1,n], on définit la fonction X; par :

R — M,i(K)

X b exp(tA) e; [le vecteur colonne exp(tA)e; est la i-éme colonne de la matrice exp(tA)]
Alors (X1,...,X,) est une base de l'ensemble solution du SDL1 homogéne d coefficients constants :
(S) X'=AX , d’inconnue X € C* (R, M, 1(K))
FEzxercice 49. — Résoudre le systeme différentiel :
r =y T
y = z , d’inconnue |y | € C' (R, M3;(R))
Z =0 z
Ezxercice 50. — Résoudre le systeme différentiel :
¥ = 2zx+y—=z T
y = 2y+3z , d’inconnue |y | € C' (R, M3;(R))
2 = 2z z
2 0 1
Exercice 51. — Soit A= 1 -1 -1
-1 2 2

1. Caculer x4.
2. En déduire la valeur de exp(tA), pour tout ¢t € R.

3. Résoudre le systeme différentiel :

X' =AX , d’inconnue X € C! (R,M31(R))
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8.2. Résolution d’un SDL1 homogeéne a coefficients constants dans le cas diagonalisable

Théoréme 52. — Soit A une matrice de M,,(K) diagonalisable sur K. On note :
® Ai,...,\. les valeurs propres deuz-da-deuz distinctes de A dans K ;
o pour tout i € [1,7], (Vi1,-..,Vim,) une base de Ey, ;
o pour tout i € [1,7], j €]1,m;], X; ; définie par :

R — Mn,1(K)
Xq/,j
t — MtV

Alors les mq + ... +m, =n fonctions X11,..., X1,mqs---, Xr1s.-., Xpm, forme une base de l’ensemble solution
du SDL1 homogéne a coefficients constants :

(S) X'=AX , d’inconnue X € C* (R, M,,1(K))

FExercice 53. — Résoudre le systeme différentiel :
¥ = x4y x
y = —x+2y+z , dinconnue |y | €C' (R, M3:(R))
2 = x4z z

9. Méthode de variation des constantes pour obtenir une solution particuliere d’un SDL1

Proposition 54. — Soient A € C°(I, M,,(K) et B € C°(I, M, 1(K)). On considére les SDL1 :

S) X' = A@)X+B()

(SH) X = AW)X , d’inconnue X € C' (I, M,,1(K))

et une base (X1,...,X,) de l'ensemble des solutions de (SH).
1. Soient Ai,...,\, € CY(I,K) La fonction :

I — ./\/ln 1(K)

)

t o— M) X))+ A1) X (D)
et solution de (S) si et seulement si :

X ()
viel (X)X |X%.0) | : |=B®

matrice (n,n) décrite en colonnes A{ﬂ(t)

2. Pour tout t € I, le scalaire :

W (t) :=det (X1(t) | Xa(t) | ... | Xn(t)) [ Wronskien de la base (X1, ...,X,) au temps t]
est non nul, i.e. la matrice (X1(t)| Xa(t)| ... | Xn(t)) est inversible.
A1
3. Sila fonction | © | est une primitive de la fonction continue :
An
‘ I — Mn,l(K)
t = (@) Xa@)] .- | Xa() ™ B(2)

alors la fonction :

est solution de (S) et :
Sol(S) = Xpary + Vect (X7, ..., X,,)
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2 1

Ezercice 55. — Soit A = <1 9

>. On considére le SDLI1 :

t

(S) X' =AX+ <1

) , d’inconnue X € C' (I, My 1(R))

1. Donner une base de ’ensemble solution du SDL1 homogéne associé (S).
2. Déterminer une solution particuliere de (S), an appliquant la méthode de la variation des constantes.
3. En déduire 'ensemble solution de (S).

Ezercice 56. — Soit A = (1+0;;) 2 € My (R). Résoudre le SDL1 :

(i,5)€1,n]

(S) X'=AX , d’inconnue X € C! (I,M,1(R))

10. Quelques méthodes pour résoudre un SDL1

(1) Résolution d’un SDL1 homogéne a coefficients constants.— Soient (e1,...,e,) la base canonique de
Mp1(K) et A € M, (K). Une base de I'ensemble solution du SDL1 homogéne :

(SH) X'=AX , d’inconnue X € C* (I, M,, ;(K))
est :

X R — K
Yt o= exp(tA)e ) i

(2) Résolution d’un SDL1 homogéne a coefficients constants dans le cas diagonalisable. — Soit A € M, (K)
une matrice diagonalisable sur K, dont les valeurs propres distinctes sont notées Aq,..., A.. Pour tout i € [1,7],
soit (Vi1,...,Vim,) une base du sous-espace propre Ey,(A4). Une base de '’ensemble solution du SDL1 homogene :

(SH) X' =AX , dinconnue X € C' (I, M,, ;(K))

est :
< x ‘ R — K >
0] Ait /.
to—= Vi ) iicr ot 1<j<ms
(3) Calcul d’une solution particuliére d’un SDL1 par la méthode de variation des constantes.— Soient

AeC(I,M,(K), BeC'(I,M, 1(K)) et les SDL1 :

(S) X' = AQt)X + B(t) . 1
(SH) X' = ABX , d’inconnue X € C* (I, M,,1(K))
Supposons connue une base (Xi,...,X,) de ensemble solution du SDL1 homogene (SH), de sorte que :

Sol(SH) = {1 X1+ ...+ A X : (Ayennydn) € K™Y

On recherche une solution particuliére de (S) en appliquant la méthode de variation des constantes, i.e. on détermine
n fonctions A1,..., A, € C* (I,K) telles que :

A1 (1)
viel (M| Xa®] .. 1X%.0) | | =B
An(t)
et on calcule la fonction :
b I — M, 1(K)
Part s AN () X1 () o A (8) X (2)

que l'on sait étre solution de (S). Le principe de superposition a pour conséquence :

I — M, 1(K)
Sol(S) = Xpart+501(SH) = Xpare+Vect (Xq,..., X,) = o (k.. k) €KP

to— Xpare(t) + > ki Xi(t)
i=1
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11. EDLS2

11.1. Wronskien d’un couple de solutions d’une EDLS2 homogéne
Notation. — Soient ag,a; € C°(I,K) et (EHz) 'EDLS2 homogene :
(EH2) 2" =ap(t)x+ay(t)2’ , d’inconnue x € C* (I, K)

Définition 57. — Le Wronskien d’un couple (x1,x2) de solutions de (EHs2) est défini par :

I — K

W(xl,i]']g) o

11.2. Caractérisation des bases de 1’ensemble solution d’une EDLS2 homogéne
Remarque 58. — Soit (x1,22) un couple de solutions de (EHz). Alors W (x1,22) € CH(I,K) et :
Vitel  W(xy,x) (t) = a1 (t) W(z1,z2)(t)
Autrement dit, W(xy, z2) est solution de ’EDLS1 homogene :
Y =ay(t)y , d’inconnue y € C' (I, K)

Si on fixe tg € I, on a donc :

¢
Vtel W (1, 22)(t) = W(x1,22)(to) exp (/ ay (u) du> [expression intégrale du Wronskien)]
to

Proposition 59. — Soit (z1,x2) un couple de solutions de (EHs2). Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. 3tel W(xy,x2)(t) := x1(t)xh(t) — ) (£)xa(t) # 0
2. Vtel Wiz, x2)(t):=x1(t)xh(t) — ) (t)za(t) # 0
3. (z1,22) est une base de Sol(EHs).

t)
t)

Démonstration. On pose W := W (x1,x2) pour alléger 1’écriture.
e (2) = (1). Claire.
e (1) = (2). Nous raisonnons par contraposition et supposons qu'’il existe to € I tel que W (ty) = 0. La fonction W
est donc solution du probleme de Cauchy :
Y =a1(t)y [EDLS1 homogene]
y(to) =0 [condition initiale]
La fonction nulle sur I est également solution de ce probléme de Cauchy. L’unicité dans le théoreme de Cauchy
linéaire pour les EDLS1 entraine que W est la fonction nulle sur 1.
.%‘1(750) $2(t0)
1 (to) w5 (to)
Comme nous savons que Sol(£Hs) est un sous-espace vectoriel de C?(I,K) de dimension 2, il suffit de démontrer
que la famille (z1, z2) de 2 solutions de (EHz) est libre pour en déduire qu’elle forme une base de Sol(EH2).
Soit (a1, ) € K? tel que a1 1 + as x9 est la fonction nulle sur I. En dérivant, nous obtenons :

wer (20 20O) (4~ (9)

En spécialisant en ty et en utilisant ’hypothese, il vient a; = ay = 0.

e (1) = (3). Supposons qu’il existe to € I tel que W(ty) # 0. La matrice < ) est donc inversible.

e (3) = (1). Supposons que (z1,x2) est une base de Sol(EHz). Nous démontrons (1) en raisonnant par l’absurde.
Nous supposons donc que, pour tout ¢ € I, W(t) := z1(t)x5(t) — z7(t)z2(t) = 0.
Fixons tg € I. Nous observons que la fonction ) (t9) 1 — | (to) 22 est solution du probléme de Cauchy :
2" =ag(t)x + ar(t) 2’ [EDLS2 homogéne]
x(to) = 2'(tg) =0 [condition initiale]
La fonction nulle sur I est également solution de ce probleme de Cauchy. L’unicité dans le théoréme de Cauchy
linéaire pour les EDLS2 entraine que 24 (tg) x1 — 2 (to) 2 est la fonction nulle sur I. Par liberté de la famille (a1, z5),
il vient x (tg) = x4 (tg) = 0. Ce résultat valant pour un temps t; quelconque de I'intervalle I, les fonctions x; et xo
sont constantes. La famille (x1,x2) est donc liée, d’ott une contradiction.
O
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11.3. Méthode du Wronskien (HP)

Proposition 60. — Soient 1 une solution de (EHz) qui ne s’annule pas sur I et tg un point de I fixé. On définit
les fonctions W et xo par :

I — K I — K
t t
w t —> exp (/ ay(u) du) ct 20 x1(t) / I/Z(u) du
to to 1(w)

Alors (x1,12) est une base de Sol(EHs).
11.4. Méthode de variation de la constante ou de ’abaissement de ’ordre (HP)

Proposition 61. — Soit z; une solution de (EH2) qui ne s’annule pas sur I. Pour tout X € C%(I,K) la fonction :

I — K

2 ‘t — ) 21(2)

est solution de (EHs2) si et seulement si :

viel  N'(t)= (al(t) -2 ml(t)) N(t) [\ est solution d’une EDLS1 homogéne]

FExercice 62. — Résoudre I'équation différentielle :

4
(EH2) 2" — %z’ tpr= 0 , d’inconnue z € C?(]0,+oo[,R)

en commencant par rechercher une solution polynomiale.
Ezxercice 63. — On considere I’équation différentielle :
(&) (2z+1)y" + (4o —2)y —8y=1 , d’inconnue y € C*(]—-1/2,+oc[ ,R)
et son équation homogene associée
(EH) 2z +1)y" 4+ 4z —2)y' —8y =1 , d’inconnue y € C*(]-1/2,+0cc] ,R)

1. Déterminer A € R pour que la fonction :

-1/2,4][ — R
1 T — ex\w
soit solution de (EH2) sur |—1/2,400].
2. Résoudre (EHg) sur |—1/2, 400
3. Résoudre (&) sur |—1/2,+00].
Ezxercice 64. — Soit ¢ € C(R4+,R) une fonction intégrable sur [0 ; +oo[. Considérons I’équation différentielle :

(&) y'+qt)y=0 , d’inconnue y € C*(R,,R)

1. Soit y une solution de (&;). Supposons y bornée.
(a) Montrer que 3" admet une limite finie en +o0.
(b) Montrer que y'(t) —— 0.
t—+oo

2. Soit z une deuxiéme solution bornée de (£2). Montrer que la fonction :

R, — R
w

est constante.

3. En déduire que (&) posseéde une solution non bornée.
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11.5. Méthode de variation des constantes pour une EDLS2

Proposition 65. — Soient ag,a1,b € C°(I,K) et () ’EDLS2 :
(&) " =ao(t)z+ay(t)x’ +b(t) , dinconnue x € C*(I,K)
Supposons connue une base (r1,xs) de l’ensemble solution de :

(EH2) 2" =ao(t)x+ar1(t)2’ , d’inconnue x € C* (I, K)
Pour tout A1, A2 € C*(I,K) :

Viel (28 izgg) (iig;) - (b?t)> — X214 Ay est solution de (S)

On conserve les notations de la proposition 65. Pour chercher une solution particuliere de I’équation (&),

on
calcule deux fonctions Ai, Ay € C2(I, K) telles que :

N (t t Mo (t t) = 0
iy e (6)2(6) + X4(6) 22(0)
AN (@) 2 (@t) + M (8) 2h(t) = b(t)
La fonction A x1 + A2 o est alors solution de (&3).
Démonstration.

e Nous savons qu'une fonction z € C2(I, K) est solution de (£Hz) si et seulement si la fonction (;3,) est solution du
SDL1 homogene :

, 0 1 . 1
= ’ K
(SH) X (ao(t) al(t)) X, dinconnue X € C' (I, M,,1(K)

Nous vérifions alors sans peine que ((x}) , (i?)) est une base de 'ensemble Sol(SH).

Ty 2
e Introduisons le SDL1 :

S) X = (ao‘zt) all(t)> X+ (b&)) . dinconnue X € C(I, My (K)

Soit A1, Ay € C%(I,K). D’une part, d’aprés la méthode de la variation des constantes (proposition 54

) :
o () oo () e mionaet9) o= e G 50) (46) = ()

D’autre part :

x1 o s AL 21+ A2 w9 T
A1 (xﬁ) + Ao (x'Q) est solution de ( “— <)\1 ¥+ dox ) est solution de (S)
A1 T+ Ao o _ 0 1 A 1+ A 2o 0
= (Al Il + )\2 $2> o (ao al) (}\1 l‘/l + )\2 l’é) + (b)
— )\1 I,Cl + Ao CUQ) = A\ {Ell + Ao (E/Q
)\1 acl + Ao 3?2) = ao ()\1 T1+ Ao .’L’Q) —+ aq ()\1 3;‘/1 + Ao x’z) +b
— /\1 CE1+)\2{E2) = A\ I/1+)\2I/2
ag ()\1 xr1 + )\2 1’2) + a1 ()\1 xr1 + AQ .TQ)/ + b

— Mz 4+ Mya=0 [condition (+)]

A1 21 + A2 2 est solution de (&)
Nous en déduisons que :

x
Lo
{
)= i

2131(t) i) (t) .
Vtel (I,1<t) 24 (1) b(t) = A1 1 + A2 22 est solution de (€3)
en ayant mis de plus en évidence une condition (+).

O
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FExercice 66. — Résoudre I'équation différentielle :

(&) ' +y=sin?*t) , d’inconnuey € C*(R,,R)

Ezxercice 67. — Résoudre I'équation différentielle :
w3 4 5s 2
(&) " — 72 —l—t—za::ln(t) , d’inconnue z € C* (10, +o0[,R)

sachant que les fonctions :

10,4+0[ — R " 10,400 —> R
o t —s 2 1n(t)

forment une base de I’ensemble solution de :

4
(EH2) 2" — %x’ tEr= 0 , d’inconnue z € C?(]0,+oc[,R)

Nous appliquons la méthode de variation des constantes pour déterminer une solution particuliére de (£5). Soit
A1, A2 € C?(]0,+00[,R). Soit t €]0, +o0].

(ft thlf g?(t)) (iigg) - <ln(zt)> = (28) :tis (HQ_tgin(t) _tQtén(t)> (ln?t)) - <_1Ln(2t§t/)t/t)

Les fonctions :

10, +o00] — R 10, +o0] — R
A 3 t A 2
1 . - ~In(?) e 2 : - ~In"(?)
3 2
conviennent donc. Nous en déduisons que la fonction :
10, +o0] — R
Tpar t2 In®(t In (¢ t2 In®(t
pert b 20 20 PO
3 2 6
est solution de (&;). Ainsi :
10, +o0] — R
Sol(Es = xpart + Vect (z1,z2) = 2 In®(t . (k1, ko) € R?
6 = o (1, 2) b o 4k e+ O (1, z)

6

12. Une méthode générique pour résoudre une EDLS2

Soient ag, ay,b € C°(I,K) et les EDLS2 :

& [/— t + )z’ + b(t .
(272) i// _ Zggt;iJrZiEt;ﬁ’ ®) , d’inconnue z € C? (I, K)

Pour résoudre (&), on peut adopter la démarche exposée ci-dessous.
(1) Une solution z; de (£H3) qui ne s’annule pas.— On recherche une solution z; de (§H32), qui ne s’annule pas
sur I, et qui possede une forme particuliere, e.g. :
e une fonction polynomiale;
e une fonction développable en série entiére au voisinage de 0;
e une fonction d’une forme soufflée dans I’énoncé.
(2) Une deuxiéme solution x5 de (EH3z).— Une fois déterminée une fonction z; solution de (EHz), qui ne s’annule
pas sur I, on peut appliquer :
e la méthode de variation de la constante ou de I'abaissement de ’ordre, en posant :

ro =kx OflkJEC2(I,K)
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(3)

(4)

(5)

(6)

e la méthode du Wronskien, en calculant :

I — K I — K

2 x1(t) /tZEZ; du , ou W t — exp</ta1(u) du)

pour déterminer une deuxiéme solution zo de (EH3).

Liberté de la famille (z1,x2). — On vérifie que le Wronskien du couple (z1,x2) de solutions de (EH3) :
I — K
W(z1,22) wi(t) x2(t) | _ Lo
t — ) o) |~ x1(t)zh(t) — ) (t)z2(t)

n’est pas identiquement nul, pour obtenir la liberté de la famille (x1, x2).

Conclusion sur ’ensemble solution de (EH3). — On applique le théoréme de Cauchy linéaire pour les EDLS2
homogenes pour justifier :
Sol(EHz) = Vect (1, x2)

Une solution particuliére de (£;).— On recherche une solution de (£2) en appliquant la méthode de variations
des constantes, i.e. on détermine deux fonctions Ai, As € C?(I,K) telles que :

e (50 ) () = ()

Tpart = A1 1 + A2 Tg

et on calcule :

que on sait étre solution de (&s).

Conclusion sur ’ensemble solution de (&;).— Le principe de superposition a pour conséquence :

I — K

Sol(£2) = Tpart + Sol(EH2) = wpart + Vect (21, 72) = { ‘ t — krxi(t) + k2 xo(t) + xpart (t

) (k1, ko) € K2}

13. Exemples de résolutions d’équations différentielles linéaires non normalisées

FEzxercice 68. — Résoudre sur U'intervalle R I’équation différentielle :
2y —y=0
Ezxercice 69. — Résoudre sur l'intervalle R 1’équation différentielle :

1-t)y —y=t

FExercice 70. — Soit I’équation différentielle :

r(x—1)y" +3zy +y=0
Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série entiére sur un intervalle |—r,r[ de R,
avec r > 0. Déterminer la somme des séries entieres obtenues.
Est-ce que toutes les solutions de :
z(x—1)y" +32y +y=0

sur ]0,1[ sont les restrictions d’une fonction développable en série entiére sur |—1,1[ ?

FExercice 71. — a et b étant deux fonctions continues sur R, on note I’équation différentielle :

(&) 2*y" +a(@)y +bx)y =0

On note ST Despace vectoriel des solutions de (€) sur l'intervalle I =]0,4o00[ et S~ lespace vectoriel des solutions de
(&) sur Vintervalle J =] — 00, 0] . L’objectif de cet exercice est d’étudier la dimension de 'espace vectoriel S des fonctions
y de classe C? sur R vérifiant (£) sur R tout entier.
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1.
2.

Donner la dimension des espaces St et S—.

On note ¢ lapplication linéaire de S vers ST x S~ définie par ¢(f) = (f1, fs) ot f; désigne la restriction de f a
Iintervalle I et f; désigne la restriction de f a l'intervalle J. Donner le noyau de I’application ¢ et en déduire que
dim (S) < 4.

Dans cette question, on considere a(z) = x et b(x) = 0, d’ou :
€) 2y " +zy =0

Determiner ST et S~. Determiner ensuite S et donner sans détails la dimension de S .

Dans cette question :
(&) 2*y" —6ay +12y=0

Déterminer deux solutions sur I de cette équation de la forme z — z® (« réel). En déduire S puis S~. Déterminer
S et donner la dimension de S.

Donner un exemple d’équation différentielle du type :
(&) 2y’ +ale)y +bx)y =0

tel que dim (S) = 0 (on détaillera). On pourra, par exemple, s’inspirer de la question précédente.

Ezxercice 72. — On considere dans cette partie I’équation différentielle :

(&) 2Py +azy +by=0

ou a et b sont des constantes réelles.

. Que dire de la structure de I’ensemble des solutions de 1'équation (£1) sur I =10, +oo] ? Et sur J =] — 00,0[ ?

. Démontrer que si y est une solution de (1) sur I, alors g = yoexp est une solution sur R de I’équation différentielle

linéaire & coefficients constants :
(&) W'+ (a—1)u +bu=0

Réciproquement, soit t — g(t) une solution de (€3) sur R. Démontrer que la fonction g o In est solution de (&)
sur I.

Donner les solutions & valeurs réelles de ’équation (£3) dans le cas ol a = 3 et b =1 et dans le cas ot a = 1 et
b = 4. En déduire, dans chacun des cas, les solutions & valeurs réelles de 1’équation (€;) sur lintervalle I.
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