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Corrigé

EXERCICE 1

1. Soit ke N*. [X = k] =[X >k — 1]\ [X > k] donc
P(X=k) =P(X>k—1)—P(X > k)

Soit n € N.

ikP(X:k) = ik(P(X>k—1)—P(X>k:))
k=1 k=1

_ zn:kP(X>k—1)—zn:kP(X>k)

k=1 k=1
n—1 n

= Z(] +1)P(X >j)— Z kP(X > k) [j =k — 1] dans la premiére somme
7=0 k=0

n—1
= P(X > k) —nP(X >n)
k=0

n
On note pour tout n € N, S,, = Z P(X > k). La suite (.5,,) est une suite croissante et pour tout n € N,

k=0
n+1
Sp=> kP(X =k)+ (n+1)P(X >n+1)
k=1
1
Or la var X est a valeurs positives et admet une espérance donc P(X >n +1) < n 1E(X ).
n

On a donc S, < 2E(X).
La suite (.S,,) est croissante majorée donc elle converge. De plus, la suite (P(X > k))ren est décroissante.
On a donc pour tout n € N,

2n
Son—Su= Y P(X>k)>nP(S>2n)>0
k=n-+1
Or Sy, — S;,, —— 0. Par théoreme d’encadrement, nP(S > 2n) —— 0 et 2nP(S > 2n) —— 0.
n—~+00 n—-+00 n——+00

De plus, P(S > 2n+1) — Oet 0< (2n+1)P(S>2n+1) <2nP(S >2n)+ P(S >2n+1).
n—-—+0o0
Or 2nP(S > 2n) + P(S > 2n + 1) —— 0. D’ou par théoreme d’encadrement, lim (2n+ 1)P(S >

n—+oo n—+oo
2n+1) =0.
On peut donc conclure que nP(S > n) —— 0 et on obtient
n—+o0o
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+00
E(X)=> P(X>k)
k=0

2. Soit n € N*. On note pour tout 1 < k < p, X la variable aléatoire donnant le numéro tiré au k-ieme
tirage. Les tirages étant réalisés au hasard, X} suit une loi uniforme de parametre n. De plus, les variables
aléatoires (Xj)1<k<p sont mutuellement indépendantes. Enfin

X =max(X1,...,X,)

-

Pour tout k, (X < k) = [ |[X; < k. Les événements ([X; < k]), ., sont mutuellement indépendants.

1

3
On obtient alors

P P . .
min(k,n) min(k,n)\?
o) = [[pex < g = [0 = (]
Car X; — U(n).
p
On en déduit que X(Q2) =[1; n] et pour tout k € [1; n], en considérant que P(X <0) =0= <2>
kP — (k- 1)P

PX=k)=P(X<k)—-PX<k-—1)= g

n—1
kj p
3. Soit n € N*. On reconnailt une somme de Riemann dans la formule — Z () associée a la fonction
n n
k=0
f : &+ 2P continue sur [0, 1]. On en déduit que

1k [ 1
lim Z() :/ Pt = ——
notoom =\ N 0 p+1

En appliquant la question 1 & la variable aléatoire finie X & valeur dans [1; n], on obtient

n—1 » ne1
E(X):ZP(X>k):Zn—1(1—P(X§k)):n—zn—l(S) :n<1_iz
k=0 k=0

k=0 k=0

()
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EXERCICE II

On consideére les équations différentielles :

(E) 2”+4$y+( 2)y:1
(H): 2y + 42y + (2—2*)y =0

On note I =|0, +o00[, S7(E) I'ensemble des solutions de I’équation (E) sur I et S;(H) ensemble des solutions
de I’équation (H) sur I.

4. Sur I, I'équation différentielle (H) se normalise en une équation différentielle scalaire homogene du

deuxieme ordre : )
1 2—x

2

1
avec les fonctions a: x — — et b:z — 5— qui sont continues sur ]0; +oo[. On en déduit que Sr(H)
x

x
est un espace vectoriel de dimension 2.

5. On raisonne par analyse-synthese.

e On suppose qu’il existe une fonction f de (E) développable en série entiere. On note R son rayon

de convergence. On note pour tout x €] — R; R, f(z) = ;:i% anz™. Alors, pour tout = €] — R; R|,
Zannn—l Zannn—l
+oo +oo
zf'(x) = Z apnz’ = Z anpnz”
n=1 n=0

On a alors pour tout =z €] — R, R|,

+oo

22 f"(x) + daf'(x) + (2 — 22) f(z Zan n? —n+4n+2)x Zan oz

n=0

Or f est solution de (F) on a donc pour tout = €] — R, R|,

—+00
2a0 + 6a1z + Z (an(n+1)(n+2) —ap_2)z" =1
n=2
Par unicité des coeflicients, il vient
apg = 1/2
ap = 0
1
Yn>2 a,=

(n+1)(n+2)"

Par une récurrence immédiate, on obtient que pour tout n € N, ag,4+1 = 0 et pour tout n € N*, as, =
1
(2n+1)2(n+1)

e La propriété est immédiate au rang 0.

az(n—1)- On montre alors par récurrence que pour tout n € N, ag;, = m



1

e Soit n € N. Supposons as, = m Alors,
n !
1 1
a = a e
T 0n43)2n+4) T (2n+4)!

e Par principe de récurrence la propriété est vraie a tout rang n € N.

+o0
1
On obtient alors que pour tout x €] — R; R[, f(z) = 7; mx%.
De plus, pour tout z # 0,
1 p2n+2

(2n+4)! B |z|?

1 L2n (2n +3)(2n +4) n—+oo
(2n +2)!

Le rayon de convergence de f est donc 4o0.
Sous réserve d’existence, I'unicité est montrée.

“+o0o
1
e Synthese : On pose f(z) = E maj%’. D’apres la phase d’analyse, f est définie sur R et
—_— n !
n=0

admet un développement en série entiere sur R. De plus, en reprenant les calculs sur les coefficients
précédents, f est solution de (E). On en déduit qu’il existe une unique solution f de (F) sur I
développable en série entiere sur R.

+o0 1 00 1
— 2n __ 2 2n
De plus, pour tout > 0, ch(z) =1+ 321 (2n)!x =1+z ngzo 7(271 n 2)!:5 . Alors,

+oo
chz —1 1 om
2 :2)(2n+2)!x = /@)

h
. La fonction f de la question 5 est dans S7(E) donc w = f—g € S;(H). Pour tout x > 0, w(z) = C:E—;U Les
fonctions (ch,sh) forment une famille libre de I'ensemble des fonctions de I dans R. La famille (w, h) est
donc une famille libre de fonctions de I dans R et une famille libre de S;(H). Or S;(H) est de dimension
2 donc la famille (x, h) est une base de S;(H). On en déduit

Si(E) = {g+ Aw + uh, (\, p) € R?}

. On commence par déterminer I'ensemble S)_..o/(H ).

Soit f1 une solution de S)_,.;o;(H). On pose pour tout x > 0, fo(z) = fi(—x). Alors fs est de classe C?
sur |0; +oco[. De plus, pour tout = > 0,

fo(x) =—fi(=2)  fy(z) = fi'(-x)

Bt 2?fy(x) +dafy(z) + (2 = 2%) folx) = (—2)* f (=) + 4(=2) fi(=2) + (2 = (=2)}) fi(~z) = 0
car f1 € S},OO;O[(H). Donc fo € S;(H).
De méme on montre que si fo € S;(H), alors la fonction f1 : 2 <0+ fa(—7) € S)_,0/(H)-
Donc | fi € S]—oo;O[(H) «— x> fi(—z) € Si(H)|
4




On détermine maintenant Sg(H). Soit p € Sg(H). Alors, p||_o:0[ € S)—cc:0[(H) €t P[j0;+00[ € S)oi4o0[(H)-
Il existe donc (A1, A2, 1, p2) € R?* tels que

A1 ch(x) 4 pg sh(z)
2

Ao ch(x) + po sh(z)
2

Ve >0 p(z)= et Ve <0 p(z)=

2
Or, au voisinage de 0, ch(z) = 1+ % + o(z?) et sh(z) = x + o(2?). De plus, p est continue en 0 donc

admet une limite & gauche et & droite en 0. On en déduit A\ = Ao = ;3 = pe = 0 donc p = 0.

D’ou Sgr(H {O} et Sr(H) et de dimension nulle.

PROBLEME

. 1 . . . .
8. La série de terme général — est une série de Riemann convergente. D’apres les propriétés sur les familles
n,
sommables a termes positifs, on a

—+00

5= Zn2 ZQn Z2n+1 75 Z2n+1

+oo 1

On en déduit que ZS = nz m’ d’ou

S:4+§1 i
532 n+1)? 38 6

Partie I

9. On note, pour tout entier naturel n, f, : x — (sinz)"*!. La fonction f, est dérivable sur R et pour tout
zeR, fl(z) = (n+1)(sinx)" cos x.
bl
Soit n € N. W, = / (sinz)" ™! sin z. Les fonctions f,, et — cos étant de classe C! sur [O; g], on a par.
0
intégrations par parties,

us

Wata = [fa(=cos)lg + (n+1) / C(sina)" cos?x = (n.+ 1) (W, — W)

0
. n+1
Alors, (n +2)Wyio = (n+ 1)W,,, d’ott Wy 4o = n 2W
n
22n(n!)2
On montre par récurrence que pour tout entier naturel n, Wop 41 = ————.
(2n+1)!
3 x 22001
o W :/ sinzdr = [—cosz]f =1= o
0 .



22"(71!)2
e Soit n € N. On suppose que Wa, 11 =

(2n+ 1)V
2n + 2 22t (n + 1)In! |
Alors, Wa(n11)+1 = Want142 = 13 T Gh s @n ) ot
W oo 220t (n + DI(nl)(2n +2) 220D ((n + 1)1)2
s (2n + 3)! T (2n+3)
La propriété est vraie au rang n + 1.
22n(n!)2

e Par principe de récurrence, on a |pour tout n € N, Wy, 11 = ————|.
(2n+1)!

10. Pour tout t €] — 1;1],

+ooH 1/2_Z

-1/2 _ 1=0 n n
(1+1) 1+Z _1+Z 2%”‘ st
Alors, pour tout x €] — 1;1],
2n
=1 + Z 22n nl

Par intégration de ce DSE, pour tout = €] — 1;1],

1—x

e (2n)! 2n+1
Arcsinz — Arcsin0 = o + nzl 2 ()220 + 1):5 nt-
“+o00
) » : (2n)! 2n+1
D’ou Arcsinx = 7;) 2 (220 + 1)36 .
11. Pour tout x € [O, g [, Arcsin(sinz) = = d’ou
+oo
_ (2n)! . 2n+1
"= 2 e )
T (2n)! . 2041
12. On note pour tout n € N, pour tout = €]0; Z[, gn : © — (sinz)*" .

22n(n)2(2n 4+ 1)

e La série ) g, converge simplement sur |0; 5[ et sa somme est la fonction w : z — z qui est continue
par morceaux sur ]0; Z[.

e Pour tout n € N, la fonction g, est continue sur le segment [0; §] donc intégrable sur [0; 5].

e Pour tout n € N, |g,| = g, sur [0; 5] et

’ 2

2 (2n)! 2 2n+1 (2n)! 1
/0 1921 = Sz ian 1)/0 (i) e = e @ £ 1) 2 T Ga )
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1
(2n +1)2 n—+too dn?
Par théoréme de comparaison, la série de terme général 1/(2n + 1)? converge. On a donc

+00 z
> [l < oo
n=0 0

Par théoreme d’interversion série-intégrale, on en déduit que w est intégrable sur [0; %], que la série

w/2
> / gn converge et
0

Or, et la série de terme général 1/n? est une série de Riemann convergente.

T 400 +

2 el — x5 (2n)! )2
/0 nzz;)gn( )d TLZ;)/U 22n(n!)2(2n+1)( ) d

13. Avec le résultat de la question précédente, on a donc

% 1 +o0o (2n)' w +oo 1
/0 wdo =3 2n(n)2(2n + 1) T 2 (2n +1)2
n=0 n=0
+oo 2772 2
1 2
D’ou 7;) m = [332] . = % Avec la question 8, on conclut

==

—n 6
Partie 11

14. Pour tout z €] — 1,1, 22 €] — 1;1[, d’ott
—+o00
1 1 om
22—1 1-22 :—Zx
n=0

Inx _ oo
2 —1 n=0

Alors, pour tout x €]0,1] —In(z)z?*. On pose pour tout n € N, pour tout = €]0, 1],

hy(z) = —In(z)2?".

x
e La série ) h, converge simplement sur |0, 1[ et sa somme est la fonction h : 2 — — 1 qui est
2 —

continue par morceaux sur |0, 1[.

e Pour tout n € N, la fonction h,, est continue sur |0,1]. De plus, au voisinage de 0, par croissances

1 1
comparées, h,(z) = o <> et la fonction x NG est intégrable sur ]0;1]. Par théoréme de
x x

comparaison, la fonction h,, est intégrable sur |0, 1.



e Pour tout n € N, |h,| = hy, sur |0;1] et

1 1
/ \hn]:—/ 2> In zdx
0 0
22t

1 sont de classe C! sur ]0; 1] et par théoréme de croissances comparées,

p2ntl p2ntl

= 0. De plus, lim1 ln(as)2 T = 0. Par théoreme d’intégration par parties, comme
r— n

Les fonctions In et x —

lim In(z)
z—0 2n+1

hy, est intégrable sur ]0; 1[, on obtient

1 1 1 $2n+1 1 1 1 1
/ |hn!=—/ xznlnxdx:/ Zdx = / T S
0 0 0 2n+lx 2n+1 J (2n + 1)2

De méme qu’a la question 12, on a convergence de la série de terme général 1/(2n + 1)? converge.

On a donc
+o0 1
3 / (] < +o00
n=0 0

Par théoreme d’interversion série-intégrale, on en déduit que h est intégrable sur ]0,1[, que la série

1
> / hy, converge et
0

1 Inz +o0o L1 +o0 1
do = hn=) —o
/ox2—1 ’ nzo/o S n 1)

Arctan(zxt)
1+t

e Pour tout x € [0; +00[, la fonction ¢ — p(x,t) est continue donc continue par morceaux sur [0, +00].

15. On pose pour z € [0, 4o00[, pour tout ¢ € [0, +oo|, p(x,t) =

e Pour tout t € [0, 4+o0], la fonction x — p(x,t) est continue sur [0, +oo].

e Pour tout z € [0, +o00[, pour tout t € [0, +o0],

T
lp(z,t)| < m
Or, la fonction f +— — T est continue sur [0, 400 et — T~ I et lafonction t > —
2(1+12) 2(1 4 #2) t—+o0 2t2 2t2
est intégrable sur [1;+oo[. Par théoréme de comparaison, la fonction ¢ — ﬁ est intégrable

sur [1; 4+o00[ et donc sur [0; +00].

+00
On en conclut que la fonction f : x € [0;4o0[— / p(z,t)dt est bien définie et est continue sur
0

I'intervalle [0, +o00].

16. On vérifie les hypotheses du théoreme de dérivation des intégrales a parametres.

e D’apres la question précédente, on a déja que pour tout = €0, 1], la fonction ¢ — p(z,t) est continue
par morceaux et intégrable sur [0, +00].

e Pour tout ¢ € [0, +00], la fonction =+ p(x,t) est de classe C*! sur ]0;1] et

t
(1+ (xt)2)(1 4 t2)

Vt € [0, +o00[ Va €]0;1] %(x,t) =
8




0
e De plus, pour tout ¢t € [0; +ool, la fonction = — a—p(a:,t) est continue sur ]0; 1], pour tout x €]0;1],
T

0
la fonction ¢ — —p(:ﬁ, t) est continue par morceaux sur [0; +00].

ox
Enfin, pour tout t € [0; +oo[, pour tout a €]0; 1], pour tout = € [a; 1],

t
(1+ (at)?)(1 +¢2)

dp
£ <
’ax (fv,t)’ <

Or, la fonction ¢ —

est continue sur |0; +o00o| et
(1+ (at)?)(1 + t?) [ [

1
(1+ (at)?)(1 +¢?) ttoo a2t3

1
Or, la fonction t +— 23 est intégrable sur [1; +o0[ donc par théoreme de comparaison, il en est de
Q

t
méme de la fonction ¢ — ui est donc intégrable sur [0; +o0|.
1+ (at)2)(1 +2) 8 0; o0l
On peut donc conclure que la fonction f est de classe C! sur tout intervalle [a; 1] avec 0 < o < 1 donc
sur ]0,1] et pour tout = €]0;1]

1N T 9p — e t
r@= G- | e

17. Pour tout t > 0 et x €]0; 1],

t r2t t+ 322 — 2%t — 2243 (122 t
— = = — X
14+t 1+¢222 (1+¢2)(1 + t322) (14 2)(1 4 t222)
On a pour tout A > 0,
A t 1 A t %t
dt = — dt
Js (1+22t2)(1+t2) 1 — a2 J <1+t2 1+t2x2>

= ﬁ (B In(1 + tQ)]: - B In(1 + x2t2)]0A>

=l (In(1442) — (1 + 2242))

2(1 — 22)
1 -2 —2 A2
- 2(1fac2)(—2111(3:)—1—1n(1—|—A ) —In(1+z72472))
Or, In(1 + A~2) ﬁ 0 et In(1+2z272472) ﬁ 0. On en déduit en faisant tendre A vers +oo
—400 —400
+o00
, t Inx
f(z) /0 1+ a22) 1+ ) 22-1
oA 1
18. On a f(1) = /0 ];Cf;(t)dt. Pour tout ¢t € R, Arctan’(t) = T e donc
f(1) = 1 lim Arctan®(t) — 1Arctan2(0) = W—Q
T 2t 2 -8

9



Soit z €]0; 1[. f est de classe C* sur ]x;1[. On a donc

Int

fm—ﬂwzéVﬁwzllw

t2—1

Int
Or f est continue en 0 et la fonction ¢t — 21 est intégrable sur |0; 1] d’apres la question 14. On en

déduit en faisant tendre x vers 0 dans 1’égalité précédente que

1
| ade =10 - f0)

o 2—1

Or, f(0) = 0 et avec le résultat de la question 14, on a

i’f 1 / L Int a 2
72 g 72 — = —
o (2n+1) o t*—1 8
+o00 1 7'(‘2
Avec la question préliminaire 8, on conclut 2=
n=1
FIN
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