MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

FEUILLE D’EXERCICES N°6

PETITS SYSTEMES LINEAIRES

TD6.1. EXERCICE (FORMULE DE CRAMER)  Soit (a, b, ¢, d, e, f) € R®. On considere les systemes linéaires :

() {ax+ by =

e ax + by =0
cx + dy = f

(So) {cx+dy:0

d’inconnue (x, y) € R?.
1. Soient (x1, y1) une solution de (S) et (xp, o) une solution de (Sp). Démontrer que (x; + Xo, y1 + Yo) est
solution de (S).

2. Soient (x1, y1) et (x2, y2) deux solutions de (S). Démontrer que (x; — X2, y2 — y1) est solution de (Sp).
3. Soit (x,y) €R%. Onpose x' :=dx—byet y' ;= —cx+ay.Calculerax' + by’ etcx' +dy'.
4. On suppose que (S) possede une unique solution, notée (xp, y).

(a) Démontrer que le systeme :
ax + by =0
(S0) {cx + d;// =0
d’inconnue (x, y) € R? posséde une unique solution, que ’on précisera.
(b) ATlaide de Q3, en déduire que 6 := ad — bc # 0.
5. On suppose que § # 0.
(a) Démontrer que (Sp) possede une unique solution, que I'on précisera.
(b) ATaide de Q3, donner une solution (x1, y1) de (S).
(c) Démontrer que (x, y1) estl'unique solution de (S).
6. Donner une CNS portant sur a, b, ¢, d pour que le systeme (S) posséde une unique solution.

7. Dans le cas ol la condition énoncée en Q6 est satisfaite, exprimer 'unique solution de (S) en fonction
dea,b,c,d,e,f.

TD6.2. EXERCICE Résoudre le systéeme :
. (T /4
s1n(Z)x + cos(g)y =0
(S)
—tan(z)x + sin(s—n) =0
6 1)
d’inconnue (x, y) € R2.

TD6.3. EXERCICE Résoudre le systéme :

2x + y - 3z = 11
(S) 3x - 2y + 5z = -38
x + 5y - 6z = 37

d’inconnue (x, y, z) € R3.

TD6.4. EXERCICE Soit m € R. Résoudre le systeme :

mx + y + z =0
)] x + my + z =0
x + y + mz =0

d’inconnue (x, y, z) € R3.
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TD6.5. EXERCICE Onmunitle plan d'unrepere. Soient x1, x», X3 trois réels deux-a-deux distincts et yy, y2, ¥3
trois réels. On note A;, Ay, A3 les points du plan de coordonnées respectives (x1, y1), (X2, y2), (X3, y3). Démon-
trer qu’il existe un unique triplet (a, b, c) de nombres réels tels que la courbe représentative 6 de la fonction :

R — R
X — ax’+bx+c

f

passe par les points Aj, Ay, As.

TD6.6. EXERCICE On définit la fonction f par:

IR+ - R
f X+7x+1
x — _—
(x+1)(x+2)2
a b c

Déterminer des réels a, b, c tels que, pour tout x € R, f(x) = + + 5
x+1 x+2 (x+2)

TD6.7. EXERCICE Résoudre le systéme :

x - 3y + 3z + 2t =1
(S) 2x + 3y + z + t =
3x + 4y + 2z - 3t = 0

d’inconnue (x, y, z, 1) € R*.

TD6.8. EXERCICE Soit a € R. Résoudre le systeme :

2x -y + z + t = 2
(Sa) x + 2y - z + 4 = 3
x + 7y — 4z + 11t = a

d’inconnue (x, y, z, t) € R*.

TD6.9. EXERCICE Résoudre le systéme :

2x + y + 3z = 0
X + y - 5 = -3
(%) -Xx + 2y + 7z = 1
x - 2y — 4z = 3

d’inconnue (x, y, z) € R,

TD6.10. EXERCICE Soit m € C. Résoudre le systeme :
2

x - my + m’z = m
(Sm) mx - m?’y + mz = 1
mx + y - miz = -1

d’inconnue (x, y, z) € c3.

TD6.11. EXERCICE Soit (a, b, ¢) € C3. Résoudre le systeme :

ax + by + cz =0
&) cx + ay + bz = 0
bx + cy + az = 0

d’inconnue (x, y, z) € C3. On pourra effectuer le changement de variable (a justifier) :
X=x+y+z V=x+jy+jiz Z=x+jly+jz

ou j:= ei%ﬂ et distinguer plusieurs cas suivant les valeurs P(1), P(j), P(jz) ouP:=a+bX+cX?
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