MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

UN CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE N°1

EXERCICE 1 (PARTIES PAIRE ET IMPAIRE D’UNE FONCTION)

Q1 — Cf. Chapitre 1 « Logique et raisonnement » [C1.62].

EXERCICE 2 (CALCUL D’UNE SOMME TRIGONOMETRIQUE)
Q2 — Cf. Chapitre 2 « Trigonométrie » [C2.22 et C2.58].
Q3 — Cf. Chapitre 2 « Trigonométrie » [C2.25].

Q4 — Cf. Chapitre 3 « Nombres complexes » [C3.84].
Q5 — Cf. Chapitre 3 « Nombres complexes » [C3.93].

Q6 — Cf. Chapitre 3 « Nombres complexes » [C3.93].

Q7 — D’apres la formule de duplication pour cosinus, pour tout ae R :
cos(2a) +1
cosz(a) = L
2
Ainsi :

n n n no
(%) Sn(x,y)Z1 Zcos(2kx+2y)+l le1 Zcos(zkx+2y)+n—+1:lRe Y el@kx+zy) sy
2 k=0 2k 20 22 |0 2
e —

=:Th(x,y)

Nous réécrivons la somme T5,(x, y) :

n n n
To(x,y) = Z ol @kx+2y) _ Z pi2kx gi2y _ ,i2y Z (eizx)k
) .
k=0 Q4 =0 Q5 k=0
Nous reconnaissons une somme de termes en progression géométrique, qui nous conduit a scinder 1'étude en deux
parties.
o lercas:e®*=1,ie.x=0[n] Alors: T,(x, y)=(n+ 1)e'?Y et d’apres (%) :

n+1_ (n+1)
2

Su(x,y) = % Re ((n + 1)e"2y) + (cos2y)+1) .

o 26mecas:e®* #1,ie x#0[x] Danscecas:

1— ei2(n+1)x

angle Ji2y —2ie!Dxgin(n+1x) _ i@yt sin((n +1)x)

T, (x, =ty — 2 -
n(xy) 1—ei2*  moitié —2ie'*sin(x) Q4 sin(x)

Ainsi, d’apres (x) :

Su(x,y) = 1 Re [ oi@r+n0 sin((n+1)x) n+l _ cosy+nx)sin((n+1)x) n+1
e 2 sin(x) 2 2sin(x) 2
Nous avons établi le résultat suivant.
+1
(n*D (cos(2y) +1) six=0|n]
n

Y cos®(kx+y) =

k=0 cos(2y+ nx') sin((n+1)x) N n+1l six 0 [l
2sin(x) 2
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EXERCICE 3 (EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES)

Q8 — Nous résolvons I'équation (E;) al’aide d'une transformation de Fresnel. Soit x € R.
2 2 2
cos(x) +sin(x) =1 <— > cos(x) + gsin(x) = g

<= cos (%) cos(x) + sin(%) sin(x) = 72

T m
<> cos (x - —) = cos (Z) [formule d’addition pour cosinus]
m m
xX—— = —= [27]
4 4
— ou [cas d’égalité de deux cosinus|
m m
Xx—— = —— [27]
4 4
x = 2 [2a]
-2
= ou
x = 0 [27]

Ainsi, 'ensemble solution de I'équation (E;) est| Solg,) = {g +k2n : ke Z} ui{k2r : keZz}.

Q9 — D’apreés la relation de Pythagore, tout nombre réel est solution de (E,). L'ensemble solution de I'équation (E»)

estdonc| Solg,) =R.

Q10 — Nous posons 1 =2p ou p € N>, et nous résolvons I"équation :
(En)  cos?P(x) +sin’(x) = 1

d’inconnue x € R, par analyse-synthese.
o Analyse Soit x € R tel que cos?” (x) +sin®” (x) = 1.
— Supposons que 0 < cos?(x) < 1.
Comme p —1 > 0, la fonction t — tP~1 est strictement croissante sur R.. Nous en déduisons :

cos?’2(x) <1

puis, comme cos? (x)>0:
(%) cos?P (x) < cos?(x) .

e 0 <sin“(x) < 1 etdela croissance de la fonction t — tP~* sur R,, nous déduisons :
De 0 <sin?(x) <1etdel dela fonction t — t”~! sur R déd
sin??2(x) < 1

puis, comme sin®(x) >0:
(x%)  sin?P(x) <sin®(x).

En additionnant membre-a-membre les inégalités (x) et (xx), il vient :
1 = cos?P (x) + sin?P (x) < cos?(x) +sin®(x) = 1

ce qui n'est pas.
— D’apres ce qui précede, cos?(x) = 0 ou cos?(x) = 1 et donc :

cos(x) =0=cos (g) ou cos(x) =1 =cos(0) ou cos(x) =—1=cos(m).
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— D’apres le cas d’égalité de deux cosinus, si x est solution de (E},) alors nécessairement :
T
x=0 [—] .
2
N . , L, . T
e Synthese Soit x unréel vérifiant x=0 [E] .Alors :

T 3
x=0[2n] ou X = ) [27] ou X =7 [27] ou X= > [27] .

— Six=0[27] ou x = 7 [27], alors cos?(x) = 1 et sin%(x) = 0. Nous calculons alors :

cos?? (x) +sin?” (x) = (cosz(x))p + (sinz(x))p =1P + 0P = 1+0=1.
p=z

. T 3n 2 i
— Six= > 2] ou x = - [27], alors cos“(x) = 0 et sin“(x) = 1. Nous calculons alors :

cos?P (x) +sin®? (x) = (cos? ()" + (sin®(x))” = 07 +17 = 0+1=1.

p=

e Conclusion Lensemble solution de I'équation (Ej,) estdonc| Solg,) = {kg ke Z} .

Q11 — Nous posons n=2p+1 ol p € N* et nous résolvons I'équation :
(Ep) cos?P(x) +sin®Pl(x) =1

d’inconnue x € R, par analyse-synthese.
o Analyse Soit x € R tel que cos?’*1(x) +sin?’*1(x) = 1.
— Comme 2p + 1 est impair, la fonction ¢ — t?P*1 est croissante sur R. Ainsi, de sin(x) < 1 nous déduisons :

sin?? "l (x) <1

puis :
0<1-sin®”"(x) = cos?? ! (x).
Comme 2p + 1 est impair, nécessairement cos(x) = 0.

— Supposons que 0 < cos(x) < 1.
Comme 2p —1 >0, la fonction ¢t — t2P~1 est strictement croissante sur R,. Nous en déduisons :

cos?’ 1(x) <1

puis, comme cos? (x)>0:

2p+1

(%) cos (x) < cos? (x).

Comme 2p — 1 est impair, la fonction ¢ — 2P~! est croissante sur R. Ainsi, de sin(x) < 1 nous déduisons :
sin?? 1(x) <1

puis, comme sin?(x) >0:
(% %) sin??*1(x) < sin®(x) .

En additionnant membre-a-membre les inégalités (x) et (x %), il vient :

2p+1 2p+1

1=cos (x) +sin (x) < cos’ (x) + sin® x)=1

ce qui n'est pas.
— D’apres ce qui précede :
b8
cos(x) =0=cos (5) ou cos(x) =1=cos(0).
— D’apres le cas d’égalité de deux cosinus, si x est solution de (E},) alors nécessairement :
b4

b4
) [27] ou X = ~3 [27] ou x=0[2n].
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o Synthése Soit x unréel tel que:

[27] ou = —g [27] ou x=0[2n].

X =

SR

/s
— Six= > [27], alors cos(x) =0 et sin(x) = 1. Nous calculons alors :

cos?? 1 (x) +sin®P(x) = 0P +12PF1 = 0+1=1.
2p+1>1

T
— Six= 5 [27], alors cos(x) =0 et sin(x) = —1. Nous calculons alors :

cos?P* 1 (x) +sin®P* (x) = 027! + (-2 0-1=-1#1.

2p+12>1 et5p+1 impair
— Six=0[2n], alors cos(x) =1 et sin(x) = 0. Nous calculons alors :

cos?? 1 (x) +sin®P l(x) = 12PT1 +0%PF1 = 140=1.
2p+1>1

e Conclusion Lensemble solution de I'équation (Ej,) estdonc| Solg,) = {g +k2n : ke Z} Uik2rn : keZ}.

EXERCICE 4 (EXPRESSIONS DE sin(3x) 0U x€R) Soit x € R.
Q12 — D’apres la formule d’addition pour sinus :
sin(3x) = sin(2x + x) = sin(2x) cos(x) + cos(2x) sin(x) .
D’apres les formules de duplication pour cosinus et sinus :
sin(3x) = 2sin(x) cos*(x) + (2 cos®(x) — 1) sin(x) .
D’apres la relation de Pythagore :

sin(3x) = 2sin(x) (1 -sin?(x)) + (2 (1 - sin®(x)) — 1) sin(x) .

Nous en déduisons que | sin(3x) = 3sin(x) —4sin®(x) .

Q13 — D’apres les formules d’addition pour sinus :
3 1 3 1 3 1
4sin(x) sin (73—[ + x) sin (g - x) = 4sin(x) (% cos(x) + 3 sin(x)) (% cos(x) — 3 sin(x)) =4sin(x) (4_1 cos?(x) — 1 sin®(x) | .
D’apres la relation de Pythagore :

4sin(x) sin (% + x) sin (g - x) = sin(x) (3 (1 - sin®(x)) —sin®(x)) = 3sin(x) — 4sin>(x) .

. . . . . (T . (T
En appliquant Q12, il vient | sin(3x) = 4sin(x) sin (§ + x) sin (§ - x) .

EXERCICE 5 (ETUDE D’UNE SUITE RECURRENTE LINEAIRE D’ORDRE 3)

Q14 — Comme:

2n

Iy

. (Zn . (271)

J=cCoS{—|+isIn|f—|=e
3 3

i2n

la formule de Moivre livre j® = ¢’?" = 1. Nous scindons donc I'étude en trois parties, suivant la valeur du reste de la

division euclidienne de p par 3.
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e Casoup=0[3] Commeilexiste g €N tel que p =3¢g, nous calculons:
=) =19=1.
e Casoup=1[3] Commeil existe g €N tel que p =3g + 1, nous calculons :
=0 i=175=

e Casoup=2[3] Commeilexiste g € Ntel que p =3g +2, nous calculons :

1 sip=0[3];
Ainsi| jP=<X j sip=1I[3];

j2 sip=2]3l.
Q15 — Nous reconnaissons une somme de termes en progression géométrique de raison j # 1. Ainsi :
2 3
1-
A .k J
1+j+j°= Z j = =i
k=0 —J

Alaide de Q14,ilvient| 1+ j+j?>=0.

Q16 — Nous calculons :

(z-D(z-)(z-j3) = -0+)z+ ] (z-j) =22 -0 +j+ 2+ (j+j*+ ) z—j.

De Q14 et Q15 nous déduisons alors | (z—1)(z— j) (z— j%) =2> - 1.

Q17 — SoitzeC.
B=1 <= (-DE-j)(z-j*)=0 [Q16]

z=1
ou
= z=j [C est integre]
ou
z=j?

Lensemble solution de 'équation z* = 1 d’inconnue z € C est donc {1, j, j}.

Q18 — Nous raisonnons par analyse et synthése.
e Analyse Supposons qu’il existe trois nombres complexes g, 11, A tels que, pour tout n e N :

Up =M+ A1 j" + a2,

En spécialisant la précédente identité an — 0, n — 1 et n — 2, il vient :

/10 + /11 + 12 = U
/10 + /11] + Azjz = u
/10 + /11]'2 + /12]' = U.

En appliquant les opérations élémentaires Ly — Ly — L; et L3 <— L3 — Ly, nous obtenons :

Ao + M + Ao = Up
MG-D + A(2-1) = wm-u
)ll(jz—l) + /12(]'—1) = Ur—Uy.
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En appliquant I'opération élémentaire : L3 — L3 — (j + 1)L, il vient :

Ao + A1 + Aa = Up
/11(]'—1) + /12(_]'2—1) = Uy — Uy
3j/12 = ju0+j2u1+u2.

Ainsi, « en remontant », nous obtenons :

1
Ao==(uo+jur+j*u) 5 M=z(uo+jffum+jue) /10=§(u0+u1+u2).

1
3

W~

En particulier, il n'y a qu'une valeur possible pour chacun des complexes Ay, 11, 1,. Ainsi, si ces trois nombres
existent, ils sont nécessairement uniques.
o Synthése Soient Ay, 11,1, comme en fin d’analyse. Nous démontrons que, pour tout n € N :

P(n) : Upsz = Uy

al’aide d'une récurrence a trois pas.
— Initialisationan=0,n=1etn=3 Nous calculons:

Ao+11+12: (3u0+(1+j2+j)u1+(1+j+j2)u2):uo

W =

(A+j+Puo+ A+ P+ P+ 0+ 2+ Pux) =

W =

Ao+ﬂ1j+12j2=

1
)LO+}¢1j2+}sz4:5((1+j2+j)u0+(1+j+j2)u1+(1+j3+j3)u2)=uz

et vérifions donc que 22(0), 22(1) et 22(2) sont vraies.
— Heérédité Soit n € N fixé tel que £ (n), 2 (n+ 1) et Z(n +2) sont vraies. Démontrons &2 (n + 3), i.e. que :

Unss = Ao+ A1 175 + Ay j216.
D’apres la relation de récurrence vérifiée par la suite et 2 (n) :

(6)  Unrz=tn = Ao+ A"+ A2 2"
D’autre part :

k%) Ao+ A4 12O = A+ A+ 1020 = Ao+ Ay j + Mg

D’apres (x) et (x%) :

Upss = /10 +/11jn+3 +/12j2n+6 .

EXERCICE 6 (POINT DE FERMAT)
Q19 — Cf. Chapitre 3 « Nombres complexes » [C3.67].

Q20 — Nous raisonnons par double implication.

Supposons qu'il existe A € R tel que zp = Az;. Comme le module est multiplicatif :

|z1] + 22| = |z1| + |Az1| = |z1| + |Al |Z1] s z1l+ A lz1l =1+ Q) |z1] L 1+ Allz1l =11+ ANzl =lz1 + Azl =121 + 22 .
€R,

eR,
Supposons que |z; + 22| = |z1| + | z2|. Alors en élevant au carré, il vient :

— , =2 2 2
(z1+22) (21 +22)" = z11° + 1221 + 2| 211 | 22|
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puis:
121 +1221* + 71 22+ 21 22 = |21 * + | 22” + 2 21|22 .

etenfin :

(x)  Re(z1 22) =laillzel = |Z1] 22| = |71 22| -
Nous en déduisons :

Re(z1 zz)2 = |z_1z2|2 =Re(z1 z2)2 +Im (z1 z2)2
d’ott Im (Z7 22) = 0. Ainsi (x) se réécrit :

iz =z 2| .

Comme z; # 0, nous en déduisons finalement :

L 7=
2 =
2
|11
——
:=AeRg
Q21 — Nous démontrons par récurrence que, pour tout 72 € N> :

Pn) : VY(z,...,z,) €C"

n
> %k
k=1

o Initialisation a n = 2 Lassertion 22(2) est I'inégalité triangulaire « de droite » énoncée en Q19. Nous savons
qu’elle est vraie, d’aprés le cours.
e Hérédité Soit ne N>, tel que P (n) est vraie. Soit (z1,...,2,, Zn+1) € Cc™*1. Alors

n
<) lakl .
k=1

n+1 n n n n+1
Y 2| =D zk+zni| < zi| +lzne1l < Y Nzl +lznerl = Y lzkl -
k=1 k=1 Q19 |k=1 HR (=1 k=1

Q22 — Nous démontrons par récurrence que, pour tout 7 € N> :

@) : Y(a,...,zz) € (C*)" (

n
> %k
k=1

o Initialisationan =2 Lassertion 22(2) a été établie en Q20 quitte a poser dans le cas ou1 (z1, zp) € C* x C* vérifie
|z1+ 22l = |z1] + 122, A1:=1€R; et Adr := AL €ER,.
e Hérédité Soit ne N3, tel que & (n) est vraie. Soient (z1,...,2,, 2n+1) € (C*)"“. Nous démontrons :

n
=) lal = IM,...,A)e®R)” Vkell,nl zp=Akz|.
k=1

n+1

=Y lal = I, A ) € RO™ Vke[l,n+1] z =Mz
k=1

n+1

> %k
k=1

par double implication.
Supposons qu'il existe (1,..., A, Ans1) € (Ry)™! tel que pour tout k € [1,n + 1], zx = Arz1. Nous calcu-
lons:

n+1

Y Az
k=1

n+1

> %k
k=1

n+1l
k=1

n+l n+1
= Z A | 121l multiplicativité du module et Z AreR,
k=1 k=1
n+l
= ) Aclal
k=1
n+l1
= > Aal [multiplicativité du module et A; €Ry,..., A,41 €Ry] .
k=1~

|2k

Ici 'hypothese de récurrence n'a été d’aucune utilité.



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

n+l

= lzl.
k=1

n+l

Supposons | Y zk
k=1

— Nous observons :

n+l n
Z |zl + | zp+1l = Z lzx| = Z Ze+zna1| < D zk|+zpal
k=1 Q19 k=1
— Nous en déduisons :
n n n
PER Z < Z |zl
k=1 k=1 Q21 =1

n n
> k| =) 12kl

— D’apres 'hypothese de récurrence :

(%) il existe des réels positifs 11,..., A, tels que, pour tout k € [1, n], zx = Axz;.

— Posons alors :
o e Ia_ o
Zl - Zl “ee Zl’l—l .= .Zn-] Zn .= Zn+1 Z}’l+1 - Zn.

Le(n+1)-uplet(zi,...,z 1,zn,z +1) estdonc obtenu a partir du (n+1)-uplet (zy,..., 241, Zn, Zn+1) €n échan-

n+1 n+l
geant ses deux dernieéres composantes (n+ 1 > 3). Ainsi kz IAEDY |z;c| et le résultat (x) obtenu pour le
=1 k=1

(n+1)-uplet (zy,...,21n-1,2n, Zn+1) Vaut égalementpourle (n+1)-uplet (zi, z’n 1,z zn+1)

— En particulier, il existe 1), € R, tel que z,41 =: 2, = 1),z = A},z1. En posant A,,,1 := A, € R, il vient :
(% %) Zn+1 = Ant121 .

— De (%) et (x%) nous déduisons qu’il existe des réels positifs 11,...,1,,A,+1 tels que, pour tout k € [1,n + 1],
2k = A 21.

Q23 — Soient deux nombres complexes non nuls ¢; et {». Nous vérifions :
arg(éy) =arg(éy) (2711 < 3FAeRy & =18

en raisonnant par double implication.
Supposons arg(¢;) = arg(é2)  [27]. Alors d’apres le cours :

arg(%) =arg(¢y) —arg(é)) =0 [2n]

ie A:= 2:—2 € R;. Comme ¢, = A¢; I'implication est démontrée.
1
Supposons qu'il existe A € R, tel que &, = A&;. Alors d’apres le cours :
arg($p) = arg(Aéy) = arg(A) +arg(¢) = arg(éy) [27].
=0 [27]

Gréace a I'équivalence que nous venons d’établir, le résultat de Q22 se reformule comme suit : pour tout #n € N>, pour
tout n-uplet (zy, ..., z,) de complexes tous non nuls :

n
> %k
k=1

n
= Z |zk| si et seulement si z1,..., 2z, ont méme argument.

Q24 — Sil’onpose[ (z1,22,23,24) = (l,i,—l,—i)]alors Z ﬁ =1+i-1-i=0.
—1 1%k
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Q25 — Nous calculons :
n n n
Y Ur(z—zx) = ) Ukz— Y Urzk
k=1 k=1 k=1
n n
= Z Kkl 2— Z Uj Zf
k=1 k=1
m —
Zk : Z ) - y 2 )
= Z ur | z— Z — Zk [conjugué d’un quotient/d’un réel/d’une somme]
k=1 k=1 12kl
| zel? < b o
= - ﬁ [hypothese (iv), carré d’'un module et con]ugalson]
k=1 1%k

n n
Ainsi, avons-nous établi| ) ux (z—zx) = — ) |zkl.
k=1

Q26 — Nous calculons :

[le module d’un réel positif égale ce réel]

M=
)
=

I

n
> Lzl
k=1

k=1
n
= |X -w(z-z)|  1Q25]
k=1
n
< Y |-w(z—zp)|  [Q21]
k=1
n
= Y |-ux|lz—zl  [multiplicativité du module]
k=1
n
= le—zkl [ui,..., u, sont de module 1 .]
k=1

n n
Ainsi, avons-nous établi| ) |z —zkl > ) |zl.
k=1 k=1

Q27 — Nous raisonnons par double implication.
Supposons que, pour tout k € [1, n], ux (z — zx) est un réel négatif. Nous calculons :

n n n n n n
Ylz—zil=) |-ux| lz—zel = | ) —Urlz—z0) | = ) ~Ur(z—z) =— ) Ur(z—zK) = ) lzcl.
k=1 k=1~ S s k=1 Q25

Supposons que I'inégalité (x) est une égalité et démontrons que pour tout k € [1, ], uy (z — zx) est un réel négatif.
Nous scindons I'étude en deux parties suivant que M soit un des points Ay, ..., A, ou non.
e Casoitz¢{z,...,z,} Dans ce cas les complexes —u (z— zx), ol k € [1, n], sont tous non nuls (hypothese utile
pour pouvoir appliquer Q22). Nous calculons :
n n

Y “ur(z—z) = ) |zl = Y lz—zil =) |-tz —z0)] .
k=1

=1 Q25 ;5 (%) est une égalité ;=
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D’apres Q22, il existe des nombres réels positifs A,..., 1, tels que, pour tout k € [1, n], —ur(z—zx) = —Ax U1 (z—21).

Nous en déduisons :
n n n

Yzl = Y “uplz—zp) =) ~Aun(z—z1) = (Z —Ak) (w(z—2z1) .
k=1 Q25 ;5 k=1 k=1

N—— ~——
€R>o €R=o

n

Nous en déduisons que —u; (z — z1) € Ry, puis que, pour tout k € [1,n], —ug(z—zx) = Ak (U1 (z2—z1)) € Ry

e Casoitz€{z),...,zz} Quitte a renuméroter les nombres complexes z1,...,Z;, NOUS pOUVONS SUPPOSET que Z =
z1. Les nombres complexes —uy (z — zx), ou k € [2, n], sont tous non nuls (hypothese utile pour pouvoir appliquer
Q22). Nous calculons :

n n

Y —Urlzi—ze) = Y |zl = Yo lar -zl =) |-z — z1)]| -
k=2

=2 Q25 .5 (%) est une égalité ;=

D’apres Q22, il existe des nombres réels positifs A,,..., A, tels que, pour tout k € [2, nl, —ui(z1 — zx) = —Axuz(z1 —
Zp). Nous en déduisons :

n n n n

Yzl = Y “wplz—z) = ), —ATa(z — 22) = (Z —Ak) (~u2(z1 - 22)) .
k=1 Q25 k=2 k=2 k=2
N—— ———

EIR>(J €|R>0

Nous en déduisons que —u,(z] — z2) € Ry, puis que, pour tout k € [2, nll, —uy(z; — zx) = Ak (—U2(z1 — 22)) € Ry
Enfin, —u1(z; —z1) = 0€R,.

Q28 — Nous raisonnons par double implication.
Si z = 0 alors I'inégalité (%) est clairement une égalité.
Supposons que (%) est une égalité. Démontrons que z = 0 en raisonnant par I’absurde. Supposons donc de plus
que z # 0 et notons B # O le point d’affixe z.
e Soit k € [1,n]. D’apres Q27, A = ur(z — zx) € R_. Nous en déduisons :

Ak +lzk)) zk = lzkl z.
—_—— —~—
eR €R-g

Les vecteurs OAg et OB sont donc colinéaires. Ainsi le point Ay appartient a la droite (OB) (qui est bien définie).
» D’apres ce qui précede, les points Aj,..., A, appartiennent a la droite (OB), ce qui contredit I'hypothese (iii).

Q29 — Commencons par rassembler quelques résultats obtenus, en leur apportant une interprétation géométrique.
n n

o D’apres Q26 et I'interprétation géométrique du module, nous déduisons que Z M Ay est minorée par Z |Zkl,
k=0 k=1
quand M décrit le plan 2.
n n

n
o Comme Z M A égale Z |zx| lorsque M = O, le minorant Z |zx| est en fait un minimum, atteint pour M = O.

k=0 k=1 k=1
n

o D’apres Q28 et 'interprétation géométrique du module, ce minimum Z |zx| est uniquement atteint pour M = O.
k=1
Ainsi :

n
lorsque le point M décrit le plan 22, Z M Ay admet un minimum atteint en un unique point, le point M = O.
k=0
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