
MP2I – Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottière

CHAPITRE N°10
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES

C10.1. NOTATION La lettreK désigne R ou C.

§ 1 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES D’ORDRE 1

C10.2. DÉFINITION (EDL1) Une équation différentielle linéaire d’ordre 1 (EDL1) est une équation de
la forme :

(E) y ′+a(x) y = b(x) , y ∈C 1(I ,K)

où (a,b) ∈ C 0(I ,K)2 avec I un intervalle de R. Si le second membre de (E) est nul, i.e. si b est la fonction
nulle sur I , alors l’EDL1 (E) est dite homogène (EDLH1).

C10.3. DÉFINITION (SOLUTION D’UNE EDL1) Soient I un intervalle de R, (a,b) ∈C 0(I ,K)2 et l’EDL1 :

(E) y ′+a(x) y = b(x) , y ∈C 1(I ,K) .

1. Une solution de (E) sur I est une fonction y ∈C 1(I ,K) telle que :

∀x ∈ I y ′(x)+a(x) y(x) = b(x) .

2. L’ensemble solution de (E) sur I est :

Sol(E),I =
{

y ∈C 1(I ,K) : ∀x ∈ I y ′(x)+a(x) y(x) = b(x)
}⊂C 1(I ,K) .

C10.4. DÉFINITION (EDLH1 ASSOCIÉE À UNE EDL1) Soient I un intervalle de R, (a,b) ∈ C 0(I ,K)2 et
l’EDL1 :

(E) y ′+a(x) y = b(x) , y ∈C 1(I ,K) .

L’EDLH1 associée à (E) est :
(E H) y ′+a(x) y = 0 , y ∈C 1(I ,K) .

C10.5. EXERCICE Soit l’EDL1 :

(E) y ′− 1

x
y = x , I =]0,+∞[ .

Expliciter l’EDLH1 (E H) associée à (E) et donner une solution de (E H) sur ]0,+∞[ puis une solution de (E)
sur ]0,+∞[.

C10.6. DÉFINITION (COURBE INTÉGRALE D’UNE EDL1) Soient I un intervalle de R, (a,b) ∈C 0(I ,R)2 et
l’EDL1 :

(E) y ′+a(x) y = b(x) , y ∈C 1(I ,K) .

Une courbe intégrale de (E) est une courbe représentative d’une solution de (E), dans le plan muni d’un
repère orthonormé.
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C10.7. REMARQUE Soient I un intervalle de R, (a,b) ∈C 0(I ,R)2 et l’EDL1 :

(E) y ′+a(x) y = b(x) , y ∈C 1(I ,K) .

Considérons une solution y ∈C 1(I ,R) et sa représentation graphique Cy dans un repère orthonormé du plan,
qui est par définition une courbe intégrale de (E). Alors pour tout x ∈ I :

la tangente à Cy au point de coordonnées (x, y(x)) a pour pente y ′(x) =−a(x)y(x)+b(x)
donc le vecteur de coordonnées (1,−a(x)y(x)+b(x)) en est un vecteur directeur.

On peut donc en traçant le champ de vecteurs :

∣∣∣∣ I ×R −→ R2

(x, y) 7−→ (1,−a(x)y +b(x))

avoir une intuition géométrique des courbes intégrales de (E). En effet, les courbes intégrales épousent le
champ de vecteurs.

C10.8. CHAMP DE VECTEURS ET COURBES INTÉGRALES DE y ′+ sin(x) y = sin(x) , I =R

1

1

0
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C10.9. EXERCICE Soient I un intervalle de R, a ∈C 0(I ,K) et l’EDLH1 :

(E) y ′+a(x) y = 0 , y ∈C 1(I ,K) .

1. Donner une solution « évidente » de (E) sur I .

2. Justifier l’existence d’une primitive A de a sur I , donner une expression intégrale de A.

3. Déterminer une solution de (E) sur I qui ne s’annule pas sur I .

C10.10. DÉFINITION (ENSEMBLE DES COMBINAISONS LINÉAIRES D’UN NOMBRE FINIE DE FONCTIONS)
Soient A une partie de R, n ∈N∗ et f1, . . . , fn des fonctions de A dansK. Alors :

Vect
(

f1, . . . , fn
)={

n∑
k=1

λk fk : (λ1, . . . ,λn) ∈Kn

}
⊂KA

est l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des fonctions f1, . . . , fn .

C10.11. EXERCICE Soit A une partie de R et f ∈KA. Décrire Vect
(

f
)

à l’aide d’une phrase.

C10.12. EXERCICE On considère les trois fonctions suivantes.

f1

∣∣∣∣ R −→ R

x 7−→ x
f2

∣∣∣∣ R −→ R

x 7−→ x2 g

∣∣∣∣ R −→ R

x 7−→ cos(x)

La fonction g appartient-elle à Vect
(

f1, f2
)

?

C10.13. EXERCICE On considère les trois fonctions suivantes.

f1

∣∣∣∣ R −→ R

x 7−→ cos(x)
f2

∣∣∣∣ R −→ R

x 7−→ cos(3x)
g

∣∣∣∣ R −→ R

x 7−→ cos3(x)

La fonction g appartient-elle à Vect
(

f1, f2
)

?

C10.14. THÉORÈME (ENSEMBLE SOLUTION D’UNE EDLH1) Soient I un intervalle de R, a ∈C 0(I ,K) et
l’EDLH1 :

(E) y ′+a(x) y = 0 , y ∈C 1(I ,K) .

La fonction a possède une primitive A sur I et :

Sol(E),I =
{ ∣∣∣∣ I −→ K

x 7−→ k e−A(x) : k ∈K
}
=: Vect

(
yH

∣∣∣∣ I −→ K

x 7−→ e−A(x)

)
︸ ︷︷ ︸

ensemble des multiples de la fonction yH

.

C10.15. EXERCICE Résoudre les trois EDLH1 suivantes.

1. (E1) y ′+2 y = 0 , y ∈C 1(R,R)

2. (E2) y ′+ x

1+x2
y = 0 , y ∈C 1(R,R)

3. (E3) y ′+ x

x +1
y = 0 , y ∈C 1(]−∞,−1[,R)
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C10.16. EXERCICE

1. Déterminer les fonctions y ∈C 1 (R∗,R) vérifiant y ′ = 0.

2. Déterminer les fonctions y ∈C 1 (R\Z,R) vérifiant y ′ = 0.

3. Qu’en déduire ?

C10.17. EXERCICE (UN PROBLÈME DE RECOLLEMENT)

1. Déterminer les fonctions y ∈C 1 (R,R) vérifiant x y ′− y = 0.

2. Qu’en déduire ?

C10.18. PROPOSITION (PRINCIPE DE SUPERPOSITION POUR UNE EDL1) Soient I un intervalle de R,
(a,b1,b2) ∈C 0(I ,K)3, (λ1,λ2) ∈K2 et les deux EDL1 :

(E1) y ′+a(x) y = b1(x) , y ∈C 1(I ,K) (E2) y ′+a(x) y = b2(x) , y ∈C 1(I ,K) .

Si y1 est une solution de (E1) et y2 est une solution de (E2) alors la fonction :

λ1 y1 +λ2 y2

∣∣∣∣ I −→ K

x 7−→ λ1 y1(x)+λ2 y2(x)

est une solution de l’EDL1 :

(E3) y ′+a(x) y =λ1b1(x)+λ2b2(x) , y ∈C 1(I ,K) .

Démonstration

• La fonction λ1 y1+λ2 y2 est de classe C 1 sur I comme combinaison linéaire de telles
fonctions.

• Soit x ∈ I . Nous calculons :

(λ1 y1 +λ2 y2)′(x)+a(x) (λ1 y1 +λ2 y2)(x)
= (λ1 y ′

1 +λ2 y ′
2)(x)+a(x) (λ1 y1(x)+λ2 y2(x)) [dérivation linéaire et évaluation]

= λ1 y ′
1(x)+λ2 y ′

2(x)+a(x)λ1 y1(x)+a(x)λ2 y2(x)
[
évaluation et développement

]
= λ1

(
y ′

1(x)+a(x)y1(x)
)+λ2

(
y ′

2(x)+a(x)y2(x)
) [

regroupement et factorisation
]

= λ1b1(x)+λ2b2(x)
[

y1 solution de (E1), y2 solution de (E2)
]

C10.19. THÉORÈME (DESCRIPTION DE L’ENSEMBLE SOLUTION D’UNE EDL1) Soient I un intervalle de
R, (a,b) ∈C 0(I ,K)2 et l’EDL1 :

(E) y ′+a(x) y = b(x) , y ∈C 1(I ,K) .

Soient :

• A une primitive de a sur I (qui existe d’après le théorème fondamental de l’analyse) ;

• yp une solution particulière de (E) sur I (qui existe d’après la méthode de la variation de la constante,
cf. C10.21).

Alors :

Sol(E),I =
{ ∣∣∣∣ I −→ K

x 7−→ yp (x)+k e−A(x) : k ∈K
}
=: yp +Vect

(
yH

∣∣∣∣ I −→ K

x 7−→ e−A(x)

)
.
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C10.20. EXERCICE Résoudre les deux EDL1 suivantes.

1. (E1) y ′+5 y = t , y ∈C 1(]0,+∞[,R)

2. (E2) y ′− 2

t
y = t 2 , y ∈C 1(]0,+∞[,R)

C10.21. MÉTHODE DE LA VARIATION DE LA CONSTANTE. Soient I un intervalle de R, (a,b) ∈C 0(I ,K)2 et
l’EDL1 :

(E) y ′+a(x) y = b(x) , C 1(I ,K) .

Supposons déterminée une fonction yH ∈ C 1(I ,K) telle que Sol(E H),I = Vect
(
yH

)
. Alors, yH ne s’annnule

pas sur I et on peut déterminer une solution particulière yp de (E) sur I sous la forme :

yp

∣∣∣∣ I −→ K

x 7−→ k(x) yH (x)
où k ∈C 1(I ,K)

en primitivant la fonction x 7−→ b(x)

yH (x)
.

C10.22. EXERCICE Résoudre les EDL1 suivantes.

(E1) y ′−
(
2x − 1

x

)
y = 1 , y ∈C 1(]0,+∞[,R)

(E2) y ′− y = xk ex (k ∈N) , y ∈C 1(R,R)

(E3) x
(
1+ ln2(x)

)
y ′+2ln(x) y = 1 , y ∈C 1(]0,+∞[,R)

(E4) y ′−4 y = 2ex , y ∈C 1(R,R)

(E5) y ′− tan(x) y = sin(x) , y ∈C 1
(]
−π

2
,
π

2

[
,R

)
(E6) y ′ = y

x
+x , y ∈C 1(]0,+∞[,R)

(E7) x2 y ′− (2x −1) y = x2 , y ∈C 1(]0,+∞[,R)

(E8) y ′−2 y = 2x , y ∈C 1(R,R)

(E9) y ′ = y +1

x
, y ∈C 1(]0,+∞[,R)

(E10) (x +1) y ′−x y +1 = 0 , y ∈C 1(]−1,+∞[,R)

C10.23. REMARQUE Soient I un intervalle de R, (a,b) ∈C 0(I ,K)2, x0 ∈ I et l’EDL1 :

(E) y ′+a(x) y = b(x) , y ∈C 1(I ,K) .

D’après C10.14, C10.19 et C10.21 une fonction y ∈C 1(I ,K) est solution de (E) si et seulement si :
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∃k ∈K ∀x ∈ I y(x) =
k +

∫ x

x0

b(t )

exp
(
−∫ t

x0
a(u) du

) dt

 exp

(
−

∫ x

x0

a(t ) dt

)

C10.24. THÉORÈME (DE CAUCHY POUR LES EDL1) Soient I un intervalle de R, (a,b) ∈ C 0(I ,K)2 et
l’EDL1 :

(E) y ′+a(x) y = b(x) , y ∈C 1(I ,K); .

Pour tout (x0, y0) ∈ I ×K, le problème de Cauchy :

(P )

∣∣∣∣ y ′+a(x) y = b(x)
y(x0) = y0 (condition initiale)

d’inconnue y ∈C 1(I ,K) possède une unique solution.

C10.25. EXERCICE Résoudre l’EDL1 :

(E)
(
x2 +1

)
y ′+2x y = 3x2 +1 , y ∈C 1(I ,R)

tracer des courbes intégrales, puis déterminer la solution vérifiant y(0) = 3.

C10.26. EXERCICE Résoudre l’EDL1 :

(E) sin(x) y ′−cos(x) y +1 = 0 , y ∈C 1(]0,π[,R)

tracer des courbes intégrales, puis déterminer la solution vérifiant y
(π

4

)
= 4.

C10.27. EXERCICE Soient I un intervalle de R, a ∈C 0 ([0,+∞[,R)) et l’EDLH1 :

(E H) y ′+a(x) y = 0 , y ∈C 1(R+,R) .

Soit y une solution de (E H). Démontrer que :(
y est la fonction nulle sur I

)
ou

(
y garde un signe constant sur I

)
.

C10.28. EXERCICE Soient I un intervalle de R, (a,b) ∈C 0([0,+∞[,R)2 et l’EDL1 :

(E) y ′+a(x) y = b(x) , y ∈C 1(R+,R) .

On suppose qu’il existe une solution yp de (E) telle que yp (x) −−−−−→
x→+∞ +∞. Soit y une solution de (E).

1. Que dire de y si y(0) = yp (0) ?

2. On suppose que y(0) > yp (0). Démontrer que y(x) −−−−−→
x→+∞ +∞.
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C10.29. EXERCICE Soient I un intervalle de R, (a,b) ∈C 0(I ,R)2 et l’EDL1 :

(E) y ′+a(x) y = b(x) , y ∈C 1(I ,R) .

1. Soient C1 et C2 deux courbes intégrales de (E). Démontrer :

C1 ∩ C2 =; ou C1 =C2 .

2. Démontrer que les courbes intégrales de (E) forment une partition de la partie I ×R de R2, i.e. que :⊔
y∈Sol(E),I

Cy = I ×R .

§ 2 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES D’ORDRE 2 À COEFFICIENTS
CONSTANTS

C10.30. DÉFINITION (FONCTIONS LINÉAIREMENT INDÉPENDANTES) Soient A une partie de R, n ∈N∗ et
( f1, . . . , fn) ∈ (

KA
)n

. Les fonctions f1, . . . , fn sont dites linéairement indépendantes si :

∀ (λ1, . . . ,λn) ∈Kn
n∑

k=1
λk fk = 0 =⇒ (∀k ∈ �1,n� λk = 0) .

Si les fonctions f1, . . . , fn ne sont pas linéairement indépendantes, on dit qu’elles sont liées.

C10.31. EXERCICE Démontrer que les fonctions :

f1

∣∣∣∣ R −→ R

x 7−→ ex f2

∣∣∣∣ R −→ R

x 7−→ e2x g

∣∣∣∣ R −→ R

x 7−→ e3x

sont linéairement indépendantes.

C10.32. EXERCICE Soient A une partie de R, n ∈ N∗ et ( f1, . . . , fn) ∈ (
KA

)n
. Démontrer que les fonctions

f1, . . . , fn sont liées si et seulement si une des fonctions f1, . . . , fn est combinaison linéaire des autres.

C10.33. EXERCICE Soient A une partie de R et ( f , g ) ∈ (
KA

)2
. Les fonctions f , g , f + g sont-elles linéaire-

ment indépendantes ou liées?

C10.34. EXERCICE Justifier que les fonctions :

f1

∣∣∣∣ R −→ C

x 7−→ e i x f2

∣∣∣∣ R −→ C

x 7−→ e−i x g

∣∣∣∣ R −→ C

x 7−→ sin(x)

sont liées.

C10.35. DÉFINITION (EDLCC2) Une équation différentielle linéaire d’ordre 2 à coefficients constants
(EDLCC2) est une équation de la forme :

(E) y ′′+a y ′+b y = f (x) , I

où (a,b) ∈ K2, f ∈ C 0(I ,K) avec I un intervalle de R. Si le second membre de (E) est nul, i.e. si f est la
fonction nulle sur I , alors l’EDLCC2 (E) est dite homogène (EDLCCH2).

7



MP2I – Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottière

C10.36. DÉFINITION (SOLUTION D’UNE EDLCC2) Soient I un intervalle de R, (a,b) ∈K2, f ∈C 0(I ,K)
et l’EDLCC2 :

(E) y ′′+a y ′+b y = f (x) , y ∈C 2(I ,K) .

1. Une solution de (E) sur I est une fonction y ∈C 2(I ,K) telle que :

∀x ∈ I y ′′(x)+a y ′(x)+b y(x) = f (x) .

2. L’ensemble solution de (E) sur I est :

Sol(E),I =
{

y ∈C 2(I ,K) : ∀x ∈ I y ′′(x)+a y ′(x)+b y(x) = f (x)
}⊂C 2(I ,K) .

C10.37. DÉFINITION (EDLCCH2 ASSOCIÉE À UNE EDLCC2) Soient I un intervalle de R, (a,b) ∈ K2,
f ∈C 0(I ,K) et l’EDLCC2 :

(E) y ′′+a y ′+b y = f (x) , y ∈C 2(I ,K) .

L’EDLCCH2 associée à (E) est :

(E H) y ′′+a y ′+b y = 0 , y ∈C 2(I ,K) .

C10.38. EXERCICE Soit l’EDLCC2 :

(E) y ′′− y = x , y ∈C 2(R,R) .

Expliciter l’EDLCCH2 (E H) associée à (E) et donner une solution de (E H) puis une solution de (E).

C10.39. EXERCICE

1. Donner deux solutions linéairement indépendantes de l’EDLCCH2 :

(E1) y ′′+ y ′+ y = 0 , y ∈C 2(R,C) .

2. Donner deux solutions linéairement indépendantes de l’EDLCCH2 :

(E2) y ′′+ y ′+ y = 0 , y ∈C 2(R,R) .

C10.40. PROPOSITION (PRINCIPE DE SUPERPOSITION POUR UNE EDLCC2) Soient I un intervalle de R,
(a,b) ∈K2, ( f1, f2) ∈C 0(I ,K)2, (λ1,λ2) ∈K2 et les deux EDLCC2 :

(E1) y ′′+a y ′+b y = f1(x) , y ∈C 2(I ,K) (E2) y ′′+a y ′+b y = f2(x) , y ∈C 2(I ,K) .

Si y1 est une solution de (E1) et y2 est une solution de (E2) alors la fonction :

λ1 y1 +λ2 y2

∣∣∣∣ I −→ K

x 7−→ λ1 y1(x)+λ2 y2(x)

est une solution de l’EDLCC2 :

(E3) y ′′+a y ′+b y =λ1 f1(x)+λ2 f2(x) , y ∈C 2(I ,K) .
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C10.41. COROLLAIRE (COMBINAISON LINÉAIRE DE DEUX SOLUTIONS D’UNE MÊME EDLCCH2) Si y1 et
y2 sont deux solutions d’une même EDLCCH2 (E H), alors toute combinaison linéaire de y1 et y2 est encore
solution de (E H).

C10.42. LEMME (CLÉ POUR LA RÉSOLUTION DES EDLCCH2, CAS K = C) Soient I un intervalle de R,
(a,b) ∈K2 et l’EDLCCH2 :

(E2H) y ′′+a y ′+b y = 0 , y ∈C 2(I ,C) .

1. Soit r ∈C tel que r 2 +ar +b = 0. Alors la fonction suivante :

y

∣∣∣∣ I −→ C

x 7−→ er x

est solution de (E H).

2. Si y : I −−−→C est une solution de (E H), alors la fonction

z

∣∣∣∣ I −→ C

x 7−→ y(x)e−r x

est de classe C 2 sur I et sa dérivée z ′ est solution de l’EDLH1 :

(E2H) u′+ (2r +a)u = 0 , u ∈C 1(I ,C) .

C10.43. THÉORÈME (ENSEMBLE SOLUTION D’UNE EDLCCH2, CAS K = C) Soient I un intervalle de R,
(a,b) ∈C2 et l’EDLCCH2 :

(E2H) y ′′+a y ′+b y = 0 , y ∈C 2(I ,C) .

L’équation caractéristique associée est :

(Ecar) z2 +a z +b = 0 , z ∈C .

1. Cas où ∆ = a2 − 4b 6= 0 L’équation (Ecar) possède deux solutions complexes distinctes r1,r2, les
fonctions :

y1

∣∣∣∣ I −→ C

x 7−→ er1x y2

∣∣∣∣ I −→ C

x 7−→ er1x

sont linéairement indépendantes et :

Sol(E),I = Vect
(
y1, y2

)= { ∣∣∣∣ I −→ C

x 7−→ λ1 er1x +λ2 er2x : (λ1,λ2) ∈C2
}

.

2. Cas où ∆ = a2 −4b = 0 L’équation (Ecar) possède une unique solution complexe r = −a

2
, les fonc-

tions :

y1

∣∣∣∣ I −→ C

x 7−→ er x y2

∣∣∣∣ I −→ C

x 7−→ x er x

sont linéairement indépendantes et :

Sol(E),I = Vect
(
y1, y2

)= { ∣∣∣∣ I −→ C

x 7−→ λ1 er x +λ2 x er x : (λ1,λ2) ∈C2
}

.
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C10.44. EXERCICE Résoudre les EDLCCH2 suivantes.

1. (E1) y ′′+4 y = 0 , y ∈C 2(R,C)

2. (E2) y ′′+2 y ′+ y = 0 , y ∈C 2(R,C)

3. (E3) y ′′+ i y ′− y = 0 , y ∈C 2(R,C)

C10.45. THÉORÈME (ENSEMBLE SOLUTION D’UNE EDLCCH2, CAS K = R) Soient I un intervalle de R,
(a,b) ∈R2 et l’EDLCCH2 :

(E2H) y ′′+a y ′+b y = 0 , y ∈C 2(I ,R) .

L’équation caractéristique associée est :

(Ecar) z2 +a z +b = 0 , z ∈C .

1. Cas où ∆ = a2 − 4b > 0 L’équation (Ecar) possède deux solutions réelles distinctes r1,r2, les fonc-
tions :

y1

∣∣∣∣ I −→ R

x 7−→ er1x y2

∣∣∣∣ I −→ R

x 7−→ er1x

sont linéairement indépendantes et :

Sol(E),I = Vect
(
y1, y2

)= { ∣∣∣∣ I −→ C

x 7−→ λ1 er1x +λ2 er2x : (λ1,λ2) ∈R2
}

.

2. Cas où ∆= a2 −4b = 0 L’équation (Ecar) possède une unique solution réelle r =−a

2
, les fonctions :

y1

∣∣∣∣ I −→ R

x 7−→ er x y2

∣∣∣∣ I −→ R

x 7−→ x er x

sont linéairement indépendantes et :

Sol(E),I = Vect
(
y1, y2

)= { ∣∣∣∣ I −→ C

x 7−→ λ1 er x +λ2 x er x : (λ1,λ2) ∈R2
}

.

3. Cas où ∆ = a2 −4b < 0 L’équation (Ecar) possède deux solutions distinctes complexes conjuguées
α+ iω et α− iω, où (α,ω) ∈R2, les fonctions :

y1

∣∣∣∣ I −→ R

x 7−→ eαx cos(ωx)
y2

∣∣∣∣ I −→ R

x 7−→ eαx sin(ωx)

sont linéairement indépendantes et :

Sol(E),I = Vect
(
y1, y2

)= { ∣∣∣∣ I −→ C

x 7−→ λ1 eαx cos(ωx)+λ2 eαx sin(ωx)
: (λ1,λ2) ∈R2

}
.

C10.46. EXERCICE Soient (α,ω) ∈R2 et les fonctions :

f1

∣∣∣∣ R −→ R

x 7−→ eαx cos(ωx)
f2

∣∣∣∣ R −→ R

x 7−→ eαx sin(ωx)
.

Démontrer qu’il existe (A,ϕ) ∈R2 tel que :

Vect
(
y1, y2

)= { ∣∣∣∣ R −→ R

x 7−→ A eαx cos(ωx +ϕ)
: (A,ϕ) ∈R+×R

}
.
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C10.47. EXERCICE Résoudre les EDLCCH2 suivantes.

1. (E1) y ′′−2 y ′− y = 0 , y ∈C 2(R,R)

2. (E2) y ′′−2 y ′+ y = 0 , y ∈C 2(R,R)

3. (E3) y ′′−2 y ′+5y = 0 , y ∈C 2(R,R)

C10.48. EXERCICE (OSCILLATEUR HARMONIQUE AMORTI) Soient ω0 ∈ R>0 (pulsation propre) et Q ∈ R>0

(facteur de qualité). Résoudre l’EDLCCH2 :

(E) x ′′+ ω0

Q
x ′+ω2

0 x = 0 , x ∈C 2(R,R)

en distinguant plusieurs cas (ou régimes) en cours d’étude.

C10.49. THÉORÈME (DESCRIPTION DE L’ENSEMBLE SOLUTION D’UNE EDLCC2) Soient I un intervalle
de R, (a,b) ∈K2, f ∈C 0(I ,K) et l’EDLCC2 :

(E) y ′′+a y ′+b y = f (x) , y ∈C 2(I ,K) .

Supposons connue une solution particulière yp de (E). Alors :

Sol(E),I =
{

yp + yH : yH ∈ Sol(E H),I
}= { ∣∣∣∣ I −→ K

x 7−→ yp (x)+ yH (x)
: yH ∈ Sol(E H),I

}
=: yp +Sol(E H),I .

C10.50. EXERCICE Résoudre les EDLCC2 suivantes.

1. (E1) y ′′+3 y ′− y = x3 , y ∈C 2(R,R)

2. (E2) y ′′− y = e3x , y ∈C 2(R,R)

3. (E3) y ′′− y = ex , y ∈C 2(R,R)

C10.51. PROPOSITION (EDLCC2 AVEC SECOND MEMBRE EN « POLYNÔME-EXPONENTIELLE »
Soient I un intervalle de R, (a,b) ∈ K2, A : I −−−→ K une fonction polynomiale de degré d ∈ N, λ ∈ K et
l’EDLCC2 :

(E) y ′′+a y ′+b y = A(x)eλx , y ∈C 2(I ,K)

d’équation caractéristique :
(Ecar) z2 +a z +b = 0 , z ∈C .

1. Cas où λ n’est pas racine de (Ecar) Alors (E) possède une solution particulière de la forme :

x 7−→ B(x)eλx , B est une fonction polynomiale de degré d .

2. Cas où λ est racine simple de (Ecar) Alors (E) possède une solution particulière de la forme :

x 7−→ B(x)eλx , B est une fonction polynomiale de degré d +1.

3. Cas où λ est racine double de (Ecar) Alors (E) possède une solution particulière de la forme :

x 7−→ B(x)eλx , B est une fonction polynomiale de degré d +2.
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C10.52. EXERCICE Résoudre les EDLCC2 suivantes.

(E1) y ′′−2 y = x2 +x −1 , y ∈C 2(R,R)

(E2) y ′′−2 y ′ = 2x +1 , y ∈C 2(R,R)

(E3) y ′′−4 y ′+4 y = (x +1)e2x , y ∈C 2(R,R)

(E4) y ′′−2 y ′+ y = sin(x) , y ∈C 2(R,R)

(E5) y ′′−2 y ′+ y = ch(x) , y ∈C 2(R,R)

(E6) y ′′− y = 1+x2 , y ∈C 2(R,R)

(E7) y ′′−9 y = 6cos(3x) , y ∈C 2(R,R)

(E8) y ′′−2cos(α) y ′+ y = ex/2 cos

(p
3

2
x

)
, α ∈R et y ∈C 2(R,R)

(E9) y ′′−2 y ′+a y = a
(
x2 −1

)−4x +2 , a ∈R et y ∈C 2(R,R)

(E10) y ′′+3 y ′+2 y = x −1

x2
e−x , y ∈C 2( ]0,+∞[ ,R)

C10.53. THÉORÈME (DE CAUCHY POUR LES EDLCC2) Soient I un intervalle de R, (a,b) ∈ K2, f ∈
C 0(I ,K) et l’EDLCC2 :

(E) y ′+a y ′+b y = f (x) , y ∈C 2(I ,K) .

Pour tout (x0, y0, y1) ∈ I ×K×K, le problème de Cauchy :

(P )

∣∣∣∣∣∣
y ′+a(x) y = b(x)

y(x0) = y0 (1ère condition initiale)
y ′(x0) = y1 (2ème condition initiale)

d’inconnue y ∈C 2(I ,K) possède une unique solution.

C10.54. EXERCICE Résoudre les problèmes de Cauchy suivants.

1. (P1) y ′′−3 y ′+2 y =−x2 +x +2 , y(0) = 0 , y ′(0) = 1 , y ∈C 2(R,R)

2. (P2) y ′′−4 y ′+5 y = 2cos(x) , y(0) = 0 , y ′(0) = 0 , y ∈C 2(R,R)
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